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摘 要：连续密集的全球导航卫星系统 (global navigation satellite system, GNSS) 地表形变监测为反演精细的

区域地表质量变化提供了有效技术手段。针对格林函数方法反演区域地表质量变化的病态问题，给出了一种

改进的正则化拉普拉斯约束矩阵，讨论了广义交叉检验 (generalized cross‑validation, GCV)方法在病态法方程

正则化参数选取中的适应性，并通过数值模拟分析了GNSS垂直位移的噪声水平和测站数量及分布对反演结

果的影响。结果表明：(1)给出的正则化拉普拉斯矩阵相比传统的拉普拉斯矩阵能更有效抑制边缘效应的影

响；(2)GCV方法可以有效地确定最优正则化参数，其反演结果与均方根误差 (root mean square error, RMSE)
最小方法的反演结果符合较好；(3)GNSS垂直位移的噪声水平越小,测站数越多，反演结果越好，并且在测站

数达到一定的条件下，均匀分布测站与随机分布测站的反演结果精度相当。

关键词：地表垂直位移；区域地表质量变化；格林函数方法；模拟分析；Tikhonov正则化
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地表质量变化主要包括地表水的季节性变

化、冰雪消融及板块运动等地球物理现象。多数

学者利用重力恢复与气候实验（gravity recovery
and climate experiment，GRACE）时变重力场，并

结合水文模型、大气模型等研究全球或区域的地

表质量变化［1‑3］。然而，GRACE时空分辨率有

限，并且缺少独立的数据对其进行核验，同时，

GRACE和其继任者 GRACE Follow‑on计划之

间存在较长的数据空白，因此，需要考虑其他大

地测量手段来弥补卫星重力技术的不足。由于

季节性尺度的地表质量变化会导致地壳发生形

变，这种形变能够被全球导航卫星系统（global
navigation satellite system，GNSS）以毫米级精度

连续地观测到，因此，可以利用 GNSS地表形变

数据独立地反演地表质量变化。利用 GNSS地

表形变数据反演区域地表质量变化主要采用格

林函数方法，它是在空域内由质量负荷和格林函

数的卷积来表示地表形变量，通过建立格网模型

以地表形变为观测值求解格网质量负荷变化，特

别适用于有密集 GNSS观测数据的区域地表质

量变化反演［4‑6］。GNSS垂直位移相比水平位移

对地表质量变化更为敏感，质量负荷引起的垂直

位移往往比水平位移大得多，且水平位移主要是

包含如板块运动、参考系漂移等大的趋势运动［7］。

在日本东北部地区，地表积雪负荷的季节性变化

会导致全球定位系统（global positioning system，

GPS）站点发生沉降和抬升［8］；文献［5］利用 GPS
垂直位移反演加利福尼亚州陆地水储量变化，

GPS反演结果与 GRACE有较好的一致性；文献

［6，9‑10］利用 GPS垂直位移分别研究了美国华

盛顿、俄勒冈州和中国云南省等地区的陆地水储

量变化，说明 GPS反演结果与 GRACE以及水文

模型反演结果有较强的相关性。文献［11］采用

GPS连续时间序列研究了美国西南部的陆地水

储量变化，并探测到美国西南部 2012年的严重干

旱，表明 GPS形变可以作为干旱的一个指示器。

以上研究表明，GNSS作为现代大地测量技术的

重要手段，其连续时间序列包含了丰富的地球物

理信息，利用连续密集的 GNSS垂直位移时间序

列可以反演精细的区域地表质量变化。
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利用 GNSS垂直位移反演区域地表质量变

化属于离散病态问题，传统的方法是采用 Tik‑
honov正则化方法求解病态问题，并以拉普拉斯

矩阵作为正则化约束矩阵，采用 L曲线法选取正

则化参数［9］。然而，L曲线方法的曲率最大拐点

有时难以准确获取［12］，并且传统的拉普拉斯约束

矩阵不能很好地处理边缘效应。

针对以上问题，首先，本文给出了一种改进

的正则化拉普拉斯约束矩阵，可有效地抑制边缘

效应的影响；然后，通过数值模拟分析了广义交

叉检验方法（generalized cross‑validation，GCV）［13］

在最优正则化参数选取中的适应性；最后，讨论

了 GNSS垂直位移在不同噪声水平和测站数量

及分布情况下对反演区域地表质量变化的影响。

1 反演模型

根据弹性负荷理论，地表质量负荷变化引起

的地球形变可以近似表示为弹性形变［14］。假设

将一个质量均匀、角半径为 α的质量圆盘放在球

对称、自引力、弹性和各向同性的地球表面，圆盘

总质量为［7］：

ΔM = Shw ρw= 2π(1- cosα )R2hw ρw （1）
式中，ΔM代表圆盘质量；ρw= 1 000 kg/m3 为水

的密度；hw 为等效水高；R为地球平均半径；S为

圆盘面积。由地表负荷引起的扰动位为 [14]：

Φ ( θ )= ∑
n= 0

∞

Γn
4πGR
2n+ 1 Pn ( cosθ ) （2）

式中，G为万有引力常数；Pn 为勒让德多项式，n

为阶数；θ为点负荷与 GNSS测站之间的角距；Γn

可采用以下递推公式计算［7］：

ì

í

î

ïï
ïï

Γ 0 =
1
2 ( 1- cosα ),n= 0

Γn=
Pn- 1 ( cosα )- Pn+ 1 ( cosα )

2 ,n> 0
（3）

连续的 GNSS时间序列可以监测由地表质

量变化引起的垂直和水平位移，在实际应用中主

要采用对区域地表质量变化更为敏感的垂直位

移进行反演。由 Φ ( θ )在地表垂向上引起位移的

格林函数可表示为［14］：

Su= ∑
n= 0

∞

hn Γn
4πGR

g ( 2n+ 1 ) Pn ( cosθ ) （4）

式中，hn为负荷 Love数；g为重力加速度。

对于研究区域内 m个测站而言，由 n个质量

负荷导致的GNSS垂直位移可以表示为：

U = ∫
λ1

λ2

∫
φ1

φ2

Δm (φ',λ') Su cosφ'dφ'dλ' （5）

式中，U =[ u1，u2⋯um ]T 为 m个测站垂直位移观

测向量；λ1、λ2和 φ 1、φ 2分别表示研究区纬度和经

度；Δm (φ'，λ')为单个格网点的质量。则式（5）可

以表示为：

U = AX （6）

式中，A为格林函数设计矩阵；X=［x1，x2⋯xn］T，

为研究区域内 n个格网的等效水高。利用最小二

乘估计方法对式（6）进行求解，则可以得到未知

的等效水高 X的估值。

2 正则化方法

2.1 Tikhonov正则化

由于研究区域内的观测值之间的相关性会

导致系数矩阵的条件数较大，因此，利用 GNSS
垂直位移反演区域地表质量变化是一个离散病

态问题。采用 Tikhonov方法寻找原问题的适定

解，其反演目标函数为［5］：

min{ ( AX - U ) /σ 2 2 + λ2‖FX‖2} （7）

式中，X为格网等效水高；λ> 0为正则化参数；σ
是U的噪声标准差；F为正则化约束矩阵。

2.2 正则化矩阵的选取

正则化矩阵的作用是降低系数矩阵的条件

数，从而使得离散病态问题的解更加稳定可靠。

将研究区域划为均匀格网，为了考虑相邻格网点

之间的平滑性和连续性，可选用拉普拉斯算子作

为正则化矩阵。文献［9］采用如下模板组成了拉

普拉斯矩阵 LA：

L 1=
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

0 1 0
1 -4 1
0 1 0

，L 3=
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

1
-2
1

，L 4=[1 -2 1 ]

（8）
但矩阵 LA并不能很好地处理边缘效应，其主

要原因是使用拉普拉斯模板 L 3和 L 4对边缘格网

进行差分平滑时，并不能利用与边缘格网点邻近

的内部格网点之间的关系。为了能更好地抑制

边缘效应，采用正则化拉普拉斯矩阵 LB作为正则

化约束矩阵。将研究区域格网点看作一个像素

点，则相邻格网点之间相互连接构成一个无向

图。本文在定义邻接矩阵 B和度矩阵D［15］时考虑

了研究区域的边缘格网点与边缘邻近的内部格

网点之间为无向连接，这样对于边缘区域而言可
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更好地利用邻近的内部点信息，从而更好地抑制

边缘效应。正则化拉普拉斯矩阵 LB定义为［16］：

LB= D-1/2 LD-1/2 = I- D-1/2BD-1/2 （9）
式中，D为度矩阵；矩阵 LB中的元素为：

LBi,j=

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

1,i= j,且deg ( vi )≠ 0

- 1
deg ( vi ) deg ( vj )

,i≠ j,且vi与vj相邻

0,其他

（10）
其中，deg表示度矩阵；vi和 vj为度矩阵 D的对角

线元素。

2.3 正则化参数的选取

目前，正则化参数的选取方法主要有 L曲线

法、岭迹法、GCV方法及均方根误差（root mean
square error，RMSE）最小方法等。其中，L曲线

法是使用较为广泛的一种方法，但 L曲线的曲率

最大拐点有时难以准确获取；岭迹法是通过人为

主观观察来选取最优正则化方法，缺少严密的数

学依据；RMSE最小方法是通过最小化反演结果

与真实信号的残差来选取最优正则化参数，特别

适用于做数值模拟研究，但在实际情况下真实信

号未知，只能采用参考信号来近似选取最优正则

化参数。

GCV方法是基于统计学的思想，对实际数据

进行排序，假设把其中的第 i个观测数据点 ui 提

取出来，通过剩余的观测值求解出一个解 xλ，i，并

用这个解去估计一个与 ui最接近的 uλ，i。对每一

个数据点都进行同样的估计，通过选择一个最佳

参数 λ使得所有估计值和对应真实值残差之和最

小。通常选择满足 GCV 函数最小的参数 λ来
表示［13］：

G ( λ )=
1
n
‖( I- Q ( λ ) ) y‖2

é
ë
ê

ù
û
ú

1
n
trace ( I- Q ( λ ) )

2 （11）

式 中 ，I 为 单 位 阵 ；n 为 观 测 值 个 数 ；Q ( λ )=

A(ATA+ λ2 P)-1AT，Q是将式（6）中观测值向量

U映射到解向量 X的任意矩阵；P= LT L，L为正

则化矩阵；trace ( ⋅ )表示矩阵的迹。

3 数值模拟分析

3.1 反演方法与软件验证

为验证本文反演方法以及软件的可靠性，用

全球数据同化系统（global land data assimilation
system，GLDAS）水文模型和非潮汐大气海洋模

型计算了北美某地区 90°W~111°W，49°N~70°N
的等效水高和垂直位移数据进行数值模拟分析。

图 1（a）为计算得到的地表质量变化分布（以等效

水高表示，红色圆点表示模拟的均匀分布 GNSS
测站的位置），其信号在−350~660 mm变化，可

以看出，该区域的水储量变化较为复杂，可用于

验证本文反演方法的可行性和有效性。

将研究区域划分为 0.25°× 0.25°的均匀格

网，并根据图 1（a）的原始信号模拟 GNSS测站垂

直位移，采用矩阵 LB 作为正则化约束矩阵，利用

RMSE最小方法选取最优正则化参数，通过最小

化目标函数反演区域地表质量变化。图 1（b）为

484个 GNSS均匀分布测站垂直位移不加误差的

图 1 模拟的研究区域地表质量变化

Fig.1 Simulated Surface Mass Variations in the Study Area
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反演结果，可知在无误差情况下，484个均匀分布

的 GNSS测站的垂直位移能够很好地恢复该区

域地表质量变化。表 1为无误差情况下，原始信

号、反演结果以及两者之差的统计值。

由表 1可以看出，反演结果与原始信号十分

接近，且残差的最大、最小值分别为 18.30 mm和

−15.60 mm，平均值为 0，标准差为 1.50 mm。在

无误差情况下，GNSS垂直位移能够很好地反演

区域地表质量变化，反演结果与真实信号的差异

主要是由反演模型误差和数值截断误差引起，验

证了本文反演方法及软件的正确性和可靠性。

为比较不同的正则化约束矩阵（LA，LB）对反

演结果的影响，在上述 484个均匀分布 GNSS测

站的垂直位移中加入标准差为 3 mm［17］的高斯白

噪声进行模拟计算。图 2为不同约束矩阵对应的

反演结果及反演结果与原始信号之间的残差图，

其中，图 2（a）和 2（c）是拉普拉斯矩阵 LA 和正则

化拉普拉斯矩阵 LB 采用 RMSE最小方法选取正

则化参数对应的反演结果，图 2（b）和 2（d）是 LA
和 LB对应的反演结果与原始信号的残差图。

从图 2可以看出，在 GNSS垂直位移中加入

标准差为 3 mm的噪声之后，由约束矩阵 LA和 LB
都能较好地反演地表质量变化，但 LA矩阵的反演

结果在边缘区域出现了较为明显的虚假信号。

对比图 2（b）和 2（d）的残差图可以进一步看出，

图2（b）中的边缘区域出现了较大的残差值，而

图2（d）中边缘区域的残差值较小。表 2为不同约

束矩阵反演结果对应的正则化参数、反演结果与

原始信号的相关系数和残差标准差。

表 1 原始信号和无误差反演结果及残差标准差/mm
Tab.1 Statistics of Original Signal, Error‑Free Inversion

Results and Residuals/mm

项目

原始信号

反演结果

残差

最大值

660.10
659.70
18.30

最小值

−353.90
−353.70
−15.60

平均值

9.20
9.30
0

标准差

158.90
158.90
1.50

图 2 不同约束矩阵的反演结果及残差图比较

Fig.2 Comparisons of Inversion Results Between Different Constraint Matrices

表 2 不同正则化约束矩阵对应反演结果的

相关系数和残差标准差

Tab.2 Correlation Coefficient and Residual Standard
Deviation Estimated from Different Constraint Matrices

约束矩阵

LA

LB

正则化参数 λ

0.08
0.30

相关系数

0.92
0.94

残差标准差/mm
62.00
52.50
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由表 2可知，LB约束矩阵的反演结果均优于

LA 矩阵的反演结果，这表明本文采用的 LB 矩阵

在处理边缘效应时相比传统的 LA 矩阵更优。为

了研究不同的正则化参数选取方法对反演结果

的 影 响 ，以 LB 矩 阵 作 为 约 束 矩 阵 ，分 别 采 用

RMSE最小方法、GCV方法和 L曲线方法来选取

正则化参数。图 3是 3种不同的正则化参数选取

方法对应的曲线图及选取的正则化参数对应的

反演结果，其中，图 3（a）~3（c）分别对应 RMSE、

GCV和 L曲线，图3（d）~3（f）分别对应 3种曲线

的反演结果。

对比图3（a）~3（c）选取的正则化参数可知，

GCV 方 法 比 L 曲 线 法 选 取 的 参 数 更 加 接 近

RMSE最小方法选取的正则化参数，并且 RMSE
最小方法和 GCV方法得到的反演结果更为接

近，如图 3（d）和 3（e）所示。而由 L曲线得到的正

则化参数较大，其反演结果过于平滑，如图3（f）所

示，一些细节的信号不能较好地反映出来。

表 3统计了 3种正则化参数选取方法对应的

反演结果与原始信号之间的相关系数及残差标

准差，可以看出，GCV方法对应的反演结果与原

始信号的相关系数、残差标准差更加接近 RMSE
方法的反演结果，且优于 L曲线的反演结果。

3.2 不同噪声水平对反演结果的影响

为了分析不同噪声水平对反演结果的影响，

采用拉普拉斯矩阵 LB作为正则化约束矩阵，利用

GCV方法选取最优正则化参数，进一步讨论了在

484个均匀分布的 GNSS测站情况下，垂直位移

中 分 别 加 入 标 准 差 为 0.1 mm、1 mm、3 mm 和

5 mm的高斯白噪声对反演结果的影响。

图 4（a）、4（b）、4（c）、4（d）分别对应垂直位移

包含噪声标准差分别为 0.1 mm、1 mm、3 mm和

5 mm时的反演结果，图 4（e）、4（f）、4（g）、4（h）分

别对应 4种不同噪声大小的反演结果与原始信号

残差图。

由图 4（a）可以看出，当噪声标准差为 0.1 mm

图 3 RMSE方法、GCV函数和 L曲线图及其确定的正则化参数对应的反演结果

Fig.3 Inversion Results Corresponding to the Regularization Parameters Determined by RMSE Curve, GCV
Function Curve and L‑Curve

表 3 不同正则化参数反演结果的相关系数和残差标准差

Tab.3 Correlation Coefficient and Residual Standard
Deviation from Different Regularization Parameters

正则化参数

选取方法

RMSE
GCV
L曲线

正则化参数 λ

0.23
0.16
0.58

相关系数

0.94
0.94
0.91

残差标准差/mm

52.40
55.20
65.90
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时，484个 GNSS均匀分布测站能够很好地反演

出局部精细的地表质量变化，其与原始信号的残

差大小接近于 0（如图 4（e）所示）。图 4（b）是噪声

标准差为 1 mm时的反演结果，与图 4（a）相比，其

在模拟区域北部的信号出现一定程度的微小偏

离，且在模拟区域西南部分的负值区域出现了较

大的负值，其与原始信号的残差（图4（f））相比于

图 4（e）有所增大，但总体上仍能很好地反演出原

始信号的分布。图 4（c）是噪声标准差为 3 mm时

对应的反演结果，其局部特征受到不同程度的噪

声污染，其对应的残差值（图 4（g））进一步增大，

但研究区域内主要信号的基本特征仍能较好地

反映出来。图 4（d）中，由于其受到的噪声影响更

大，因此其对应的残差图的值（图 4（h））也最大，

但其反演结果仍能够对信号较强的区域进行

恢复。

表 4是不同噪声水平对应的垂直位移的信噪

比，以及反演结果与原始信号的相关系数和残差

标准差统计。

从表 4可以看出，当噪声标准差为 0.1 mm
时，垂直位移的信噪比高达 34.70，残差标准差为

5.10 mm，反演结果与原始信号的相关系数接近

于 1。当噪声标准差增加为 3 mm时，垂直位移的

信噪比下降为 6.3，残差标准差为 52.50 mm，反演

结果与原始信号的相关系数仍能达到 0.94。从

表4还可以看出，随着噪声水平的增加，垂直位移

的信噪比随之减小，反演结果与原始信号的残差

随之增大，与原始信号的相关性也逐渐减小。随

着噪声的增大，局部小区域的质量变化信号不能

很好地恢复出来，这是由于噪声越大，需要采用

更大的正则化参数来进行约束，但同时也对真实

信号起到了过度平滑的作用。因此，在利用实测

的 GNSS垂直位移反演区域地表质量变化时，需

要以高精度的 GNSS地表形变数据作为基础，才

能保证反演得到更加可靠的结果。

3.3 不同测站分布对反演结果的影响

前文是在 GNSS测站均匀分布的情况下进

行的分析，但实际情况下 GNSS测站几乎不能实

现均匀分布，因此，进一步讨论测站分布情况（均

匀分布和随机分布）及不同测站数量对反演结果

的影响。

图 5为噪声标准差为 3 mm时，484个均匀分

布测站和随机分布测站的反演结果，红色圆点表

示测站分布位置。表 5是图 5中均匀分布测站和

随机分布测站反演结果与原始信号的相关系数

和残差标准差的统计值。

图 4 不同噪声水平反演结果及残差比较

Fig.4 Comparison of Inversion Results and Residuals Estimated from Different Noises of GNSS Data

表 4 不同噪声水平反演结果的相关系数和残差标准差

Tab.4 Correlation Coefficient and Residual Standard
Deviation Corresponding to Different Noise Levels

噪声标准差

/mm
0.1
1
3
5

垂直位移信噪比

34.70
14.60
6.30
3.50

相关系数

0.99
0.98
0.94
0.90

残差标准差

/mm
5.10
26.30
52.50
71.10
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从图 5和表 5可以看出，在测站数达到一定

条件下，并且局部区域也分布有相对充足的测站

时，均匀分布和随机分布测站的反演结果相当。

图 6给出了 484个均匀分布测站的反演结果

与原始信号的相关系数和残差标准差，以及 100
组 484个随机分布测站的反演结果与原始信号的

相关系数和残差标准差及其均值。

图 6中，484个均匀分布测站反演结果与原始

信号的相关系数和残差标准差分别为 0.94 mm、

52.50 mm，100组 484个随机分布测站反演结果

与原始信号的相关系数和残差标准差的平均值

分别为 0.94 mm、52.60 mm，可知均匀分布测站的

反演精度与随机分布测站反演结果的平均值精

度相当。

为了更符合实际测站为非均匀分布的情况，

以下分析在研究区域划分的格网大小以及格网

点 数 保 持 不 变 时 ，随 机 分 布 测 站 个 数 分 别 为

1 000、500、300 和 100 时 对 反 演 结 果 的 影 响 。

图7（a）~7（d）分别对应噪声标准差为 3 mm时，测

站个数分别为 1 000、500、300和 100的反演结果，

红色圆点表示测站分布位置。

由图 7（a）可知，当模拟测站数为 1 000个时，

密集的 GNSS测站能够更完备地监测和记录地

表质量变化信息，其反演结果最优。由图7（b）~
7（d）可知，随着测站数的减少，局部区域的地表

质量变化细节信息不能被 GNSS测站很好地监

测到。当测站数仅为 100时，如图 7（d）所示，只恢

复了质量变化信号较强和较大的区域。当噪声

标准差为 3 mm时，不同测站数的反演结果与原

始信号的相关系数和残差标准差见表 6。

表 5 不同测站分布情况反演结果的相关系数和残差标准差

Tab.5 Correlation Coefficient and the Residual Standard
Deviation Estimated from Different Distributed Stations

测站分布

均匀

随机

相关系数

0.94

0.95

残差标准差/mm

52.50

52.10

图 5 不同测站分布情况的反演结果

Fig.5 Inversion Results from Different Distributed Stations

图 6 均匀分布与 100组随机分布测站反演得到的相关系数和残差标准差

Fig.6 Correlation Coefficient and Residual Standard Deviation Estimated from Uniformly Distributed Stations and 100 Sets
of Randomly Distributed Stations
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由表 6可以看出，在噪声水平一定时，测站数

越多，反演结果与原始信号的相关系数越大，与

原始信号残差的标准差也越小，因此，在实际反

演中要求尽可能利用更多分布合理的测站数据

进行反演。

4 结 语

连续密集分布的 GNSS测站监测的地表垂

直位移包含了丰富的地球物理信息，利用 GNSS
地表垂直位移可以独立地反演精细的区域地表

质量变化，并且为检核 GRACE时变重力场反演

结果的正确性提供了可能。

本文研究了利用 GNSS垂直位移反演区域

地表质量变化的格林函数方法，给出了一种能有

效抑制边缘效应的正则化拉普拉斯矩阵，分析了

GCV方法在选取最优正则化参数的适应性。通

过数值模拟分析得出如下结论：（1）相对于传统

的拉普拉斯矩阵而言，本文给出的正则化拉普拉

斯矩阵能更好地抑制边缘效应；（2）传统的 L曲线

法只能选取近似最优的正则化参数，而采用GCV
方法可以有效地确定最优正则化参数，数值模拟

表明 GCV方法与 RMSE最小方法的反演结果符

合较好；（3）GNSS垂直位移的噪声水平和测站数

量对反演结果有较大影响，噪声水平越小、测站

数越多，反演结果越好，并且在测站数达到一定

条件下，并保证局部区域也分布有相对充足的测

站时，均匀分布测站与随机分布测站反演的结果

差异较小。
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Simulation Analysis of Inverting Regional Surface Mass Variations Using
GNSS Vertical Displacement

LI Xianpao 1 ZHONG Bo 1，2 LIU Tao 1

1 School of Geodesy and Geomatics, Wuhan University, Wuhan 430079, China
2 Key Laboratory of Geospace Environment and Geodesy, Ministry of Education, Wuhan University, Wuhan 430079, China

Abstract：Objectives：：Continuous and dense global navigation satellite system (GNSS) surface deforma‑
tion data provide an effective tool to invert refined regional surface mass variations. However, the factors in‑
fluencing the reliability of GNSS inversion results need to be further studied, such as regularization (in‑
cluding the construction of regularization matrix and determination of optimal regularization parameter), ob‑
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servation noise and distribution of GNSS stations. Methods: First, we proposed an improved regularized
Laplacian constraint matrix and discussed the adaptability of the generalized cross‑validation (GCV) method
in selecting the regularization parameter of ill‑posed equations for inversion of regional surface mass varia‑
tions based on the loading Green 􀆳s function theory. Second, we compared the effects of different constraint
matrices and constraint methods on the GNSS inversion results. Third, we further investigated the in‑
fluences of different noise levels of GNSS vertical displacement, the number and distribution of GNSS sta‑
tions on the inversion results. Results: (1) The regularized Laplacian matrix in this paper can better sup‑
press the edge effects than the traditional Laplacian matrix. (2) The GCV method can effectively determine
the optimal regularization parameter, and the inversion results are in good agreement with those solved by
the root mean square error (RMSE) criterion. (3) If there are enough GNSS stations and the observation ac‑
curacy is high enough in the studied area, the inversion results will be more reliable. Meanwhile, the accura‑
cy of inversion results for uniformly distributed stations is comparable to that of randomly distributed sta‑
tions when the number of stations is large enough. Conclusions: The improved regularized Laplacian ma‑
trix and the GCV method can improve the reliability of GNSS inversion results, which can guide the inver‑
sion of surface mass variations using measured GNSS data.
Key words：surface vertical displacement; regional surface mass variations; Green􀆳s function method; simu‑
lation analysis; Tikhonov regularization
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