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摘 要：不等式约束部分变量含误差(partial errors⁃in⁃variables, PEIV)模型目前主要采用线性化方法和非线性

规划类算法，前者计算效率较低，后者基于最优化理论，计算复杂，未能与经典平差理论建立联系，难以在测量

实际中推广。在整体最小二乘准则下，根据最优解的 Kuhn⁃Tucker条件，将不等式约束整体最小二乘解的计

算转化为二次规划问题，并提出改进的 Jacobian迭代法求解二次规划。所提方法不需要对观测方程线性化，

与经典最小二乘法具有相同的形式，易于编程实现。数值实例表明，所提方法形式简洁，具有良好的计算效

率，是经典最小二乘平差理论的有益拓展。

关键词：不等式约束；部分变量含误差模型；整体最小二乘；Jacobian迭代法；经典最小二乘
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在大地测量坐标转换、曲线曲面拟合、摄影

测量后方交会、大地测量反演等领域［1-6］，平差系

统的系数矩阵和观测向量均含有随机误差，这类

模型称为变量含误差（errors⁃in⁃variables，EIV）模

型。令随机误差的平方和最小，求 EIV模型最优

解的算法称为整体最小二乘（total least squares，
TLS）方法。当随机误差都服从独立同分布时，

称为等权 TLS。当误差相关、精度不相等时，称

为加权 TLS（weighted TLS，WTLS）。Fang［7］推
导了WTLS问题获得最优解的条件，并提出了 3
类典型算法。Mahboub［8］给出了构建系数阵权阵

的几点规则和特殊结构下WTLS的迭代方案，并

运用到线性回归和二维仿射变换。Shen等［9］将

WTLS问题转换为非线性加权最小二乘问题，利

用 Gauss-Newton法得到的解在形式上与经典最

小二乘解（least squares，LS）相同，并采用蒙特卡

罗 模 拟 得 到 了 单 位 权 方 差 的 近 似 无 偏 估 计 。

Amiri-Simkooei等［10］也给出了与经典 LS解形式

相同的WTLS解。

当参数间存在可靠的先验信息时，将其纳入

EIV 模 型 能 提 高 参 数 估 计 的 精 度 和 可 靠 性 。

Schaffrin等［11］将含线性约束的 TLS问题转化为

特征值问题，得到了方差的近似值，并扩展到同

时含有线性和二次约束的情形。Zhang等［12］提出

了 解 不 等 式 约 束 WTLS（inequality constrained
WTLS，ICWTLS）问题的穷举搜索法，其计算量

随约束的增加迅速增大。Fang［13］采用起作用集

方 法 和 序 列 二 次 规 划（sequential quadratic pro⁃
gramming，SQP）算法求解 ICWTLS问题。

Xu等［14］将 EIV模型扩展成部分变量含误差

（partial errors ⁃ in ⁃variables，PEIV）模型并推导了

其算法和近似方差。Shi等［15］给出了 PEIV模型

的经典 LS形式的解，并分析了算法计算量与系

数阵中含误差元素个数间的关系。Zeng等［16］提

出 了 不 等 式 约 束 PEIV（inequality constrained
PEIV，ICPEIV）模型的线性近似方法，将其转化

为二次规划子问题，其计算效率较低。 ICPEIV
模型在WTLS准则下可归结为约束非线性规划

问题，采用最优化理论的乘子法、惩罚函数法、积

极约束法等，计算过程较复杂，与经典平差理论

相去甚远［17］。解不等式约束最小二乘（inequality
constrained LS，ICLS）问题的 Jacobian迭代算法

与解等式约束 LS问题的算法相似，ICLS问题可

纳入经典平差模型的范畴。

为了简化 ICPEIV模型的计算，得到与经典

平差形式一致的算法，本文提出了解 ICPEIV模

型的经典 LS方法。首先，根据 ICPEIV模型获得

最优解的一阶必要条件，将模型参数和系数阵元
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素的估计进行分离。模型参数的估计归结为解

ICLS问题，系数阵元素的估计根据两类参数的

关系得到。然后，提出扩展的 Lagrange方法，将

ICLS问题归结为经典的等式约束平差问题，不

需要对观测方程线性化，也无需利用规划类算

法，与经典 LS方法形式一致。

1 ICPEIV模型及WTLS解

1.1 ICPEIV模型的最优性条件

ICPEIV模型的函数模型可以表示为［18］：

y= (βT ⊗ In) (h+ Bā)+ ey （1a）

a= ā+ ea （1b）
Gβ- d≥ 0 （1c）

式中，y和 ey 分别表示 n维观测向量及其误差向

量；β表示m维模型参数；In是 n维单位矩阵；⊗是

Kronecker积符号，其定义为 A⊗ B= [aij× B ]，aij
是矩阵 A的第 i行第 j列元素；a是已知 t维列向

量；ā和 ea 分别是 a的真值和误差向量；h是已知

的 nm维常数向量；B是 nm× t维常数矩阵；a、B

的定义见文献［15］；G是 s× m维约束矩阵；d是 s

维常数向量。令随机误差 e= (eTa eTy )
T
，其均值

为 0，且 ea和 ey互不相关，它们的方差分别为：

D (ey) = σ 20W -1 （1d）

D (ea) = σ 20 ω-1 （1e）

式中，σ 20 为单位权方差；W为 n维观测值权矩阵；

ω为 t维随机误差权矩阵。

ICPEIV模型的整体最小二乘解等价于如下

约束非线性规划问题的最优解：

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

min:Φ ( )ā,β = ( )ā- a
T
ω ( )ā- a +

( )( )βT ⊗ In ( )h+ Bā - y
T
×

W ( )( )βT ⊗ In ( )h+ Bā - y

s.t. Gβ- d≥ 0

（2）

由最优化理论得到 Lagrange目标函数为：

ψ ( ā,β) = ((βT ⊗ In) (h+ Bā)- y) T×
W ((βT ⊗ In) (h+ Bā)- y)+
( ā- a) Tω ( ā- a)- λT (Gβ- d- η)（3）

式中，λ是 s维 Lagrange乘子向量；η是非负基变

量。将 ψ ( ā，β)分别对 ā、β、λ求偏导，令其在最优

解 â̄和 β̂处的值为 0，可得：

∂ψ ( )ā,β
∂ā = 2ω ( â̄- a)+ 2BT ( β̂⊗ In)×
W (( β̂T ⊗ In) (h+ Bâ̄)- y) = 0 （4a）

∂ψ ( )ā,β
∂β = 2

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

hT1 + â̄T BT
1

hT2 + â̄T BT
2

⋮
hTm+ â̄T BT

m

W ×

{ }( )β̂T ⊗ In ( )h+ Bâ̄ - y - G T λ= 0 （4b）

∂ψ ( )ā,β
∂λ = Gβ̂- d+ η= 0 （4c）

式中，hT =[hT1 hT2 ⋯ hTm]，BT =[BT
1 BT

2 ⋯ BT
m]，

h i是 n维列向量，B i是 n× t维矩阵 (i= 1,2⋯m)。
由式（4a）、（4b）、（4c）可得 ICPEIV模型获得最优

解的Kuhn⁃Tucker（KT）条件为：

(ω+ STβWSβ) â̄- ωa+

STβW (∑
i= 1

m

h i β̂ i)- STβWy= 0 （5a）

(Nh+ NB+ NBh+ NhB) β̂-
uh- uB- G T λ= 0 （5b）

g Ti β̂- di≥ 0, i= 1,2…s （5c）

λi (g Ti β̂- di) = 0, i= 1,2…s （5d）

λi≥ 0, i= 1,2…s （5e）

式中，Sβ = ∑
i= 1

m

B i β̂ i= ( β̂T ⊗ In) B，Nh、NB、NBh、

NhB、uh、uB 的 含 义 见 文 献［15］。 令 G T =
[ g1 g2 ⋯ g s]，g Ti = [ ]gi1 gi2 ⋯ gim 是 G

的 第 i 行 ，常 数 项 d= [ ]d 1 d 2 ⋯ ds
T
。 若

( â̄，β̂)是式（2）的局部最优解，则满足 KT必要条

件，但式（5a）~（5e）并未直接提供 ICPEIV模型

的最优化算法。本文通过已有的线性近似方法

和 SQP方法，提出可直接利用经典 LS原理的

算法。

1.2 线性近似方法求 ICPEIV模型的WTLS解
给定模型参数和系数阵中随机元素的近似

值 β 0a = [β T0 āT0 ]T，令 Δβ= β0 - β，Δa= ā0 - ā，

Δd= d- Gβ 0。忽略二阶及高阶项，则式（1a）~
（1e）可以线性化为［16］：

ì

í

î

ïï
ïï

Δy= A 0Δβ+ ( )βT ⊗ In BΔa+ ey

ā0 - a=Δa+ ea
-GΔβ≥Δd

（6）

式中，Δy=A 0 β 0-y，A 0= ivec (h+Bā0)，ivec（）是

将 n× m维列向量转化为 n× m维矩阵的操作算
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子。令Δβa=
é
ë
ê

ù
û
ú

Δβ
Δa

，Δya=
é
ë
ê

ù
û
ú

Δy
ā0-a

，G a=-[G 0 ]，

Δd a=d-G a β 0a，A a=
é

ë
êê

ù

û
úú

A 0 ( )βT ⊗ In B
0 I t

，则式（6）

可以写成：

{Δya= A aΔβa+ e

G aΔβa≥Δd a
（7）

式（7）是经典的 ICLS模型，可以用线性互补

算法、积极约束法等求解。线性化方法包含内外

迭代，外迭代是由近似值进行线性化的过程，内

迭代是组成 ICLS模型、采用二次规划（quadratic
programming，QP）算法得到新的近似值的过程。

当近似值距离最优解较远时，每代入一次新的近

似值，就要计算一个 n+ t维二次规划问题，在大

规模问题中，计算量会显著增加。

1.3 SQP算法求 ICPEIV模型的WTLS解
令 uT = [ āT βT ]，G ϑ= [0 G ]，则式（2）可

以表示成约束非线性规划问题：

{min f ( )u
s.t.G ϑu- d≥ 0

（8）

给定初始值 u( )j ，计算函数 f (u)在 u( )j 处的梯

度 g (u( )j )和 Hessian矩阵 H (u( )j )。将目标函数和

约束条件在 u( )j 处用泰勒级数展开，保留二次项，

则式（8）转化为QP问题［13］：

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

min f ( )u( )j + du = 1
2 du

TH ( )u( )j du+

g T ( )u( )j du+ f ( )u( )j

s.t.G ϑu( )
j - d+ G ϑdu≥ 0

（9）

采用积极约束法求解，得到 du的最优值。令

新的近似值 u( )j+ 1 = u( )j + du（j= 1，2⋯N），形成

新的QP问题。计算步骤为：

1）令 u( )0 = [ ā( 0 )T β ( 0 )T ]T，计 算 g T (u( )0 ) 和

H (u( )0 )，在可行集内选取初值 du0，利用积极约束

法求解式（9）的QP问题；

2）若  du ≤ ε（ε是任意给定的小的正数），

则停止迭代；若  du > ε，令 u( j ) = u( )j- 1 + du，转
步骤 1）。

g (u( )j )和H (u( )j )的计算见文献［18］。SQP算

法是一种牛顿型算法，当目标函数和约束方程在

最优解的邻域内二次可微、且约束条件线性无关

时，若一阶 KT条件和二阶充分条件成立，则算法

具有二阶收敛速率。SQP方法需要求解目标函

数对参数的微分和 Hessian矩阵，计算较为复杂。

针对线性化和 SQP算法的不足，本文提出一种无

需线性化、与经典 LS平差模型形式一致的迭代

算法。

2 ICPEIV模型的经典 LS算法

2.1 ICPEIV模型的变量分离算法

由式（5a）可知，若给定参数 β的一个估值 β̂，

可得到相应的估计 â̄为 [14]：

â̄= (ω+ STβWSβ)-1×
(ωa- STβWhβ+ STβWy) （10）

式中，hβ= ∑
i= 1

m

h i β̂ i。当 â̄的元素个数 t小于观测

值的个数 n时，采用式（10）计算 â̄值，只需求 t维

矩阵的逆，计算量较小。若 t> n，用式（11）计算

的 â̄值与式（10）等价，却只需求 n维矩阵的逆，此

时计算量小 [15]。

â̄= a+ ω-1STβ E-1 (y- Aβ̂) （11）

式中，E=W -1+S βω-1STβ。令 Ā=ivec (h+Bā)，

则有 ( β̂T ⊗ In) (h+ Bā) = Āβ̂。因此式（2）等价

于求解约束最优化问题：

ì

í

î

ïï
ïï

minΦ ( )β = ( )a- ā
T
ω ( )a- ā +

( )Āβ- y
T
W ( )Āβ- y

s.t.Gβ- d≥ 0

（12）

当给定 ā值时，式（12）等价于QP问题：

{minΦ ( )β = ( )Āβ- y
T
W ( )Āβ- y

s.t.Gβ- d≥ 0
（13）

综上所述，可以分别估计 β和 ā的值。给定 â̄

的近似值，组成 QP问题（式（13）），求解得到新的

β̂以后，利用式（10）或式（11）求解新的 â̄近似值。

求解 ICPEIV模型转换为求解 ICLS模型和代入

公式这两个步骤的循环过程。因此，将求解 IC⁃
PEIV模型简化成标准 LS形式的关键是将 ICLS
问题（式（13））的求解转换为标准 LS形式。

2.2 ICLS平差模型的改进 Jacobian迭代法

式（13）是典型的 QP问题，根据最优化理论

可以得到其获得最优解的KT条件为［17］：

Nβ= G T λ+ ĀTWy （14a）
λT (Gβ- d) = 0 （14b）

λ≥ 0 （14c）
式中，N=ĀTWĀ。由 Â̄TWy=uh+uB和 Â̄TWÂ̄=
Nh+NB+NBh+NhB，容易得到式（14a）~（14e）与
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式（5b）~（5e）等价。由式（14a）可得：

β= N -1 (G T λ+ ĀTWy) （15）
将式（15）分别代入式（1c）和式（14b），并令

D= GN -1G T，l= d- Gβ̂LS，且 β̂LS = N -1 ĀTWy

为无约束 LS解，可得：

{Dλ- l≥ 0
λT ( )Dλ- l = 0 （16）

设 Dij为D的第 i行第 j列元素，li为 l的第 i个

分量，λ的第 k次迭代值为 λ( )k =( λ( )k
1 λ( )k

2 ⋯ λ( )k
s )T，

用 Jacobian迭代法求解下列方程：

Dλ- l= 0 （17）
由 此 得 到 第 k+ 1 次 迭 代 值 为 λ∗ ( )k+1 =

( λ∗ ( )k+1
1 λ∗ ( )k+1

2 ⋯λ∗ ( )k+1
s )T。 若 λ∗ ( )k+1 >0，令 λ( )k+1 =

λ∗ ( )k+1，易知 λ( )k+ 1 是式（16）的可行解。若 λ∗ ( )k+ 1 的

第 i个分量 λ∗ ( )k+ 1
i < 0，对应的第 i个方程满足：

Di,1 λ∗ ( )k+ 1
1 + Di,2 λ∗ ( )k+ 1

2 +⋯Di,i- 1 λ∗ ( )k+ 1
i- 1 +

Di,i+ 1 λ∗ ( )k+ 1
i+ 1 +⋯Di,s λ∗ ( )k+ 1

s - li=-Di,i λ∗ ( )k+ 1
i > 0

（18）
假 设 方 阵 D 为 正 定 矩 阵 ，则 主 对 角 元 素

Di，i> 0，式（18）成立。此时，设 λ( )k+ 1
i = 0，其他分

量 不 变 ，即 λ( )k+ 1
j =max (λ∗ ( )k+ 1

j ，0) ( j= 1，2⋯s)，
满足式（16）。重复上述迭代过程，直到最后两次

迭代值相等。

经典的等式约束间接平差模型为：

{minΦ ( )β = ( )Āβ- y
T
W ( )Āβ- y

s.t.Gβ- d= 0
（19）

式（19）中等式约束对应的 Lagrange乘子应

满足的关系与式（17）在形式上完全一致，二者的

差别在于，式（19）的 Lagrange乘子由式（17）直接

求解得到，对 λ的取值没有任何要求，最终解 λ严

格满足式（17）。对于 ICLS问题（式（13）），需要

迭代求解式（17），获得非负解。由上述分析可

知，当 λ( )k+ 1
i > 0时，对应的第 i个方程严格满足：

Di,1 λ( )k+ 1
1 + Di,2 λ( )k+ 1

2 +⋯+ Di,s λ( )k+ 1
s - li= 0

（20）
此时 λi对应的不等式约束为有效约束，等同于

等式约束。当 λ( )k+1
i =0时，对应的第 i个方程满足：

Di,1 λ( )k+ 1
1 + Di,2 λ( )k+ 1

2 +⋯+ Di,s λ( )k+ 1
s - li> 0

（21）
此时 λi对应的不等式约束为无效约束，对参

数估计的结果没有影响。由式（20）和式（21）易

知，式（16）恒成立。由上述改进的 Jacobian迭代法

得到式（16）的非负解，代入式（15），得到式（13）的

ICLS解。因此，解 ICLS问题的改进 Jacobian迭

代法是对等式约束 LS问题的扩展。求解式（16）
的 Jacobian迭代法的计算步骤如下：

1）令初始解 λ( )0 = [0 0 ⋯ 0 ]T；
2）计算式（17）的第 k+ 1（k= 0，1⋯N，N为

迭代次数）次 Jacobian迭代解为：

λ∗ ( )k+ 1 = (I-M -1D) λ( )k +M -1 l （22）
式中，M是由 D的主对角元素组成的对角阵，则

式（22）的分量形式为：

λ∗ ( )k+ 1
i =

li- ∑
j= 1

i- 1

Dij λ( )k
j - ∑

j= i+ 1

s

D ij λ( )k
j

D ii
（23）

取 λ( )k+ 1
i =max (0，λ∗ ( )k+ 1

i )；
3）若 λ( )k+ 1 ≠ λ( )k ，则转步骤 2）；否则，停止迭

代。令 λ= λ( )k+ 1 ，根据式（15）求得 ICLS解。

由于式（17）是求解不等式约束对应的 La⁃
grange乘子，法方程的维数等于不等式约束的个

数，当约束个数较少时，方程的计算量较小，因

此，它更适应于不等式约束个数较少的情况。

2.3 ICPEIV模型的经典最小二乘迭代算法

ICPEIV模型的计算步骤如下：

1）给定已知量 a、y、h、B、ω、W；

2）令 ā( )0 = a，Ā( )0 = ivec (h+ Bā( )0 )，组成 QP
问题（式（13）），采用改进的 Jacobian迭代法求解，

得到估值 β( )0 ；

3）根据 t和 n的大小以及使得计算量较小的

原则，分别采用式（10）或式（11）更新 ā( )k ；

4）如果 ā或 β的误差小于预先确定的容许值，

即  â̄( )k - â̄( )k- 1 ≤ ε1 或  β̂( )k - β̂( )k- 1 ≤ ε2（ε1、ε2

为足够小的正数）时，停止迭代，否则，转步骤 2）。

本文提出的经典 LS迭代法也包含内外迭

代，外迭代次数是指需要计算的 QP问题的次数，

内迭代次数是指采用 Jacobian迭代法求解每个

QP问题的平均迭代次数。而在线性化方法和

SQP算法中，外迭代次数分别是指需要计算的

QP问题（式（7）和式（9））的次数，内迭代次数指

采用积极约束法求解相应 QP问题的平均迭代次

数，即计算相应等式约束 LS问题的个数。

本文方法求解 QP问题的参数仅为模型参

数，而线性化和 SQP方法求解 QP问题的参数包

括模型参数和系数阵元素。前者的 QP问题的维

数小于后者，特别是在系数阵元素中随机量较多

的情况下。在线性化和 SQP方法的内迭代中，求

解 QP问题一般采用计算效率较好的积极约束

法，内迭代一次是指计算一次等式约束 LS问题，
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其复杂度远大于本文方法中的一次内迭代，因为

本文方法的一次 Jacobian迭代仅仅是公式代入过

程。由于本文方法的内外迭代的复杂度都小于

线性近似和 SQP方法，在比较计算效率时，应同

时比较内外迭代次数和计算时间。

3 算例分析

3.1 数值算例 1

算例 1取自文献［13］，对应的约束 EIV 模

型为：

{y= ( )A- EA β+ ey

Gβ≥ d
（24）

系数矩阵、右端观测项、一般约束矩阵、约束

常数项及区间约束条件见文献［13］。设系数阵元

素和右端向量的随机误差都服从独立同分布，即

Q e= I25为25阶单位矩阵。不考虑系数阵误差，求解

相应的 ICLS解作为线性化方法的初值，即 β̂ ICLS=

[-0.100 0 -0.100 0 0.215 2 0.350 2 ]T。 将

式（24）转换成式（1a）~（1e），分别采用线性化方

法和 SQP方法（解式（7）和式（9）均采用积极约束

法）及本文经典 LS方法求解，迭代终止标准均取

ε= 1.0× 10-8。算例 1的参数估值、内外迭代次

数、计算时间等模拟实验结果见表 1，其中，β̂LA、

β̂SQP和 β̂CLS分别表示采用线性化方法、SQP算法

和经典 LS方法的 ICWTLS解。

从表 1中可以看出，本文方法得到的结果与

文献［13］中基于式（24）分别采用积极约束法和

SQP方法得到的结果相比，它们在小数点后第 4
位完全一致。将 3种方法得到的估值（â̄，β̂）代入

式（2），可 以 得 到 Φ ( â̄LA，β̂LA )= Φ ( â̄SQP，β̂SQP )=
0.139 732，Φ ( â̄CLS，β̂CLS ) = 0.139 737。由此可见，

在相同的迭代终止标准下，3种方法的计算精度

相当。线性化方法和本文方法的外迭代次数相

近，本文方法的内迭代次数远大于线性化方法，

SQP方法具有二阶收敛性，外迭代次数最少。

对于外迭代，线性化方法和 SQP方法需要求

解 24维的 QP问题，而本文方法是 4维，外迭代的

复杂度明显减小。线性化方法和 SQP方法每次

内迭代都要解 24维的等式约束问题，而本文方法

每次内迭代只需要解 11维线性方程组。

从计算时间上看，本文方法小于线性近似方

法，具有更高的计算效率。由于不等式约束的个

数较多，本文方法迭代次数远大于 SQP方法，计

算时间与 SQP方法相比缺乏优势。本文方法的

总迭代次数远大于其他两种方法，但计算时间和

SQP法相近，进一步验证了本文方法内外迭代的

复杂度明显较低。

3.2 数值算例 2
由 §2.2分析可知，本文方法的计算量随约束

个数的减少而下降。算例 2采用与算例 1相同的

观测数据，仅保留 3个一般不等式约束，去掉区间

约束，计算不考虑系数阵误差的 ICLS解为 β̂ ICLS =

[ 0.129 9 -0.575 7 0.425 1 0.243 8 ]T。 将 其

作为线性近似方法的初始近似值，并采用与算例 1
相同的计算方案，结果见表 2。

从表 2可知，当约束个数从算例 1的 11个变

为 3个以后，线性化方法和 SQP方法需求解 24维

表 1 算例 1的模拟实验结果

Tab.1 Simulation Results of Example 1

ICWTLS解

β̂LA

β̂SQP

β̂CLS

β̂1

−0.100 000

−0.100 000

−0.100 000

β̂2

−0.100 000

−0.100 000

−0.100 000

β̂3

0.168 581

0.168 579

0.168 547

β̂4

0.399 765

0.399 766

0.399 777

外迭代次数

23

5

22

平均内迭代次数

2

2

132

计算时间/s

0.038

0.020

0.025

表 2 算例 2的模拟实验结果

Tab.2 Simulation Results of Example 2

ICWTLS解

β̂LA

β̂SQP

β̂CLS

β̂1

0.127 524

0.127 524

0.127 524

β̂2

−0.576 759

−0.576 759

−0.576 759

β̂3

0.426 986

0.426 986

0.426 986

β̂4

0.243 459

0.243 459

0.243 459

外迭代次数

7

4

14

平均内迭代次数

2

2

27

计算时间/s

0.021

0.018

0.009
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的 QP问题，而本文方法只需求解 4维的 QP问

题，且采用改进的 Jacobian迭代法只需求解 3维
线性方程组。本文方法的内外迭代次数及计算

时间都明显减少，验证了本文方法的计算效率随

约束个数的减少而减少。因此，在约束个数较少

的测绘应用中具有更好的适用性。3种方法在相

同的迭代终止标准下得到的结果一致，但本文方

法的计算效率比线性化方法和 SQP方法更好。

4 结 语

目前，求解 ICPEIV模型的线性化方法计算

效率偏低，转换成 QP问题后需采用规划类算法

求解。若采用非线性规划算法，如 SQP方法，要

求目标函数的梯度和 Hessian矩阵，形式复杂，难

以推广应用。针对上述问题，本文提出了求解

ICPEIV模型的经典 LS方法，将模型参数和系数

阵元素分别估计，模型参数的估计归结为解 QP
问题，系数阵元素的估计则利用其与模型参数的

关系计算。针对 QP问题，以 KT条件为基础，设

计了改进的 Jacobian迭代法将 QP问题转化为线

性方程的求解，它是求解等式约束 LS模型的 La⁃
grange乘子法的拓展。本文方法无需对观测方程

线性化，也无需掌握复杂的规划类算法，形式简

洁，与经典 LS一致，易于推广应用。数值实验表

明，本文方法具有良好的计算效率和广泛的适用

性，能得到与线性化方法和 SQP方法精度相当的

WTLS解。特别是不等式约束的个数较少时，计

算效率明显提高。本文方法将 ICPEIV模型及相

应的WTLS理论纳入经典 LS理论的框架，是对

经典 LS理论的有益拓展和补充。
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