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摘 要：观测数据受到粗差污染时，平差结果往往失真，不可采用。选择合适的统计检验量是对测量数据进行

粗差处理的关键一环，而构造统计检验量必须对尺度因子做出估计。首先对样本尺度因子的绝对中位差（me⁃
dian absolute deviation，MAD）估计进行了讨论，并详细探讨了其中涉及到的 Fisher一致性调节因子的确定；然

后在此基础上，分别提出了平差模型中基于标准化残差和一致最大功效（uniformly most powerful，UMP）统计

检验量序列的尺度因子的两种抗差估计方法，尺度因子的两种抗差估计都可用于构造相应的统计检验量以识

别和定位可疑观测量；最后对全球导航卫星系统（global navigation satellite systems，GNSS）网平差进行具体

数值计算，结果表明，尺度因子的MAD估计具有良好的抗差性，不但可用于粗差处理，还可用于平差成果的

精度评定。
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测量数据处理中，解决粗差问题是不可避免

的环节。处理粗差目前有粗差探测与抗差估计

两种方法［1-12］。粗差探测把粗差归结为函数模型

的不完善，而抗差估计则通过方差膨胀的方式削

弱甚至消除粗差的不良影响。选择合适的统计

检验量以准确地探测和识别异常观测是使用这

两种方法的前提条件。

由于尺度因子通常是未知的，可基于最小二

乘平差残差的加权平方和进行估计，然后构造出

服从 τ分布的统计量或者服从学生氏分布的 t统

计量［8-10］。但该方法几乎不具有抵御粗差影响的

能力，因此需要做进一步的工作。尺度因子的绝

对中位差（median absolute deviation，MAD）估计

由于其简单易操作、抗差性强等特点，是目前粗

差探测与抗差估计领域应用最为广泛的一种估

计尺度因子的方法［1，13-14］。

本文首先对样本尺度因子的MAD估计进行

了讨论，详细探讨了 Fisher一致性调节因子的确

定。在此基础上，论述了平差模型中尺度因子的

MAD估计及其在测量数据处理中的应用。最后

结合全球导航卫星系统（global navigation satellite

systems，GNSS）网平差的数值计算结果讨论了

测量平差成果的精度评定问题。

1 样本尺度因子的MAD估计

设一元随机变量 Y服从期望为 μ、方差为 σ 2

的分布，对其进行 n次独立观测，得到概率分布相

同的样本序列为 Y 1，Y 2…Yn。如果总体的期望 μ

已知，基于样本序列可对方差 σ 2做如下估计：

σ̄ 2 = 1
n∑i= 1

n

(Yi- μ) 2 （1）

由于算术平均值（mean）运算不具有抗差性，

上述方差估计方法对粗差非常敏感，中位数（me⁃
dian）运算的崩溃污染率却达到 50%，因此以中位

数代替式（1）中的平均值运算，得到：

σ͂= k ⋅ med
i

| Yi- μ | （2）

式中，med表示中位数运算；参数 k为保证 σ͂满足

Fisher一致性的调节因子。k与 Y的概率分布有

关 ，不 同 的 概 率 分 布 对 应 的 调 节 因 子 一 般

不同［1，13-14］。

记 m= med
i

| Yi- μ |，则根据中位数的定义
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可得：

P{| Y - μ | < m}= P{| Y - μ |≥ m}= 0.5（3）
如果随机变量Y的概率密度函数关于Y = μ

对称，则有：

P{Y - μ≥ m}= P{Y - μ≤-m} （4）
从而得到：

P{Y - μ
σ

≥ m
σ }= 0.25 （5）

这表明
m
σ

是随机变量
Y - μ
σ

的累积分布函

数的上 0.25分位点。进而可证明，当 Y服从正态

分布时，
Y - μ
σ

服从标准正态分布，其上 0.25分

位点为：

Φ-1 (1- 0.25) = 0.674 5 （6）
此时，

σ͂=
med

i
|| Yi- μ

0.674 5 = 1.482 6 ⋅ med
i

| Yi- μ |（7）
特别地，当 μ= 0时，式（7）变为：

σ͂= 1.482 6 ⋅ med
i

| Yi | （8）

如果总体的期望 μ未知，可先求样本均值，再

得到样本方差的估值如下：

σ̄ 2 = 1
n∑i= 1

n

(Yi- Ȳ) 2 （9）

式中，Ȳ = 1
n∑j= 1

n

Yj。根据文献［4］，式（9）得到的

估 计 是 有 偏 的 ，为 保 证 其 无 偏 ，还 需 要 乘 以

因子
n

n- 1。

由式（9）可以得到尺度因子 σ的估计如下：

σ̂= 1
n∑i= 1

n

|| Yi- Ȳ （10）

由于估计量 σ̂的崩溃点是 0，同时其影响函数

是无界的，因此不能错误地认为式（10）是尺度因

子的抗差估计［14］。

为提高式（10）的抗差性，将其中的两次平均

值运算都以中位数运算代替，得到：

MAD= med
i | Yi- med

j
{Yj } | （11）

式中，MAD表示尺度因子 σ的（关于中位数的）绝

对偏差的中位数估计。

若以MAD作为尺度因子 σ的估计，同样必须

使其满足 Fisher一致性，可直接以式（2）中的调节

因子来代替。当 Y服从正态分布时，得到尺度因

子 σ的如下估计［1，13-14］：

σ͂= 1.482 6 ⋅MAD （12）

尺度因子的所有估计形式里，基于MAD的

估计具有最高的崩溃污染率，然而MAD估计的

抗差性是以牺牲统计量的渐进效率为代价的，其

原因在于大多数观测量对MAD估计没有做出直

接贡献。在统计学领域，文献［14］提出了几种替

代MAD估计的方法，但MAD估计由于其简单易

操作、抗差性强等优点，仍然是目前应用最为广

泛的一种方法。

2 平差模型中尺度因子的抗差估计

参考文献［4］中给出的线性平差模型：

E ( L )= AX,Cov ( L )= σ 2 P-1 （13）
式中，L为服从正态分布的 n× 1观测向量；A为

n× u列满秩的设计阵；X为 u× 1的未知参数向

量；σ 2 为单位权方差因子；权阵 P 满足对称正

定性。

基于极大似然估计原理，得到［4］：

{X̂ =( AT PA )-1AT PLσ̄ 2 = 1
n
V T PV

（14）

其中，

V = L- AX̂ （15）
称为残差向量。

由此易证明 σ̄ 2是 σ 2的有偏估计，为使其满足

无偏性质，需做如下修正［4］：

σ̂ 2 = 1
n- u

V T PV （16）

然而，此时这两种估计都不能有效抵御粗差

的影响。如果假定残差向量的期望为零，则对于

残差序列 v1，v2…vn可采用式（8）对尺度因子进行

估计，即绝对残差的中位数（median absolute re⁃
sidual，MAR）估计，具体计算如下：

σ͂= 1.482 6 ⋅ med
i

| vi | （17）

采用式（8）估计尺度因子需符合以下条件：

（1）观测序列应该是独立的；（2）序列应服从相同

的概率分布；（3）观测序列的期望值为零。当观

测量受到粗差污染时，残差序列或将不满足以上

3个条件中的任何一条，因此使用式（8）存在一定

的风险。为此，本文首先对残差进行标准化，得

到 均 服 从 正 态 分 布 N (0， σ 2) 的 序 列

σv͂1，σv͂2…σv͂n。这里符号 v͂ i 表示第 i个标准化残

差，计算如下：

v͂ i=
vi

Var ( )vi
（18）
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进而可得到尺度因子的MAD估计如下：

σ͂v= 1.482 6 ⋅ med
i | σv͂i- med

j
{ σv͂j } | （19）

以 h i记第 i个元素为 1其余均为 0的 n维单位

向量，则 wi= hTi PV Var ( )hTi PV 为第 i个一

致最大功效（uniformly most powerful，UMP）统计

检验量［16］。UMP统计量在独立观测情况下退化

为标准化残差，但在相关观测情况下，二者是完

全不同的统计量［15-17］。构造如下具有相同概率分

布 N (0，σ 2)的序列 σw 1，σw 2⋯σwn。类似于标准

化残差的情形，可得到尺度因子的 MAD 估计

如下：

σ͂w= 1.482 6 ⋅ med
i | σwi- med

j
{ σwj } |（20）

式（17）、式（19）和式（20）分别给出了平差模

型中尺度因子 3种不同形式的抗差估计。

3 尺度因子的MAD估计在粗差处理

中的应用

粗差探测与抗差估计都必须面对统计量的

选择问题。虽然可供选择的统计量多种多样，但

由于尺度因子在许多情况下是未知的，因此不可

避免地首先要对尺度因子进行估计。一种简单

直接的方法是基于式（16）给出的方差的无偏估

计构造出统计量，比如 τ分布和 t分布［8-10］。但由

于式（16）几乎不具有抗差性，τ分布和 t分布使用

起来均潜在风险，尤其在只有一个模型冗余度的

极端条件下，根本无法定义 t统计量，而此时无论

观测量受到粗差污染与否，所有 τ统计检验量的

绝对值始终恒等于 1，因此同样无法用于粗差探

测与识别［17］。

如果以服从正态分布的标准化残差或 UMP
统计量为出发点，并将涉及的标准差 σ分别用其

抗差MAD估计（式（19）或式（20））代替，可得到

两类相关观测条件下近似服从正态分布的抗差

统计检验量。由于 UMP统计量在同类统计检验

量中具有最大功效，因此使用抗差 UMP统计量

可以更为准确地进行粗差的探测与识别［15-17］。

平差的目的主要是对未知参数进行估计，以

及对得到的未知参数估值进行精度评定。使用

基于MAD的尺度因子可以使统计检验量无量纲

化，进而可将离群的统计量对应的观测值标记为

可疑观测值，对可疑观测值进行剔除或降权处理

后，最终将得到可靠的测量成果。

§2给出的式（17）、式（19）和式（20）都是对样

本的尺度因子进行估计。在对平差成果进行精

度评定时，需要估计总体的尺度因子。为保证估

值的渐进无偏性，综合式（9）和式（16），本文提出

尺度因子的近似估计如下：

σ̂w=
n

n- 1 1.482 6 medi | σwi- med
j
{ σwj } |

（21）
如果使用的是粗差剔除方法或者是包含拒

绝域的抗差估计方法，式中的 n还应扣除那些被

剔除或者权降为零的观测量的数目。显然，当观

测 量 个 数 很 大 时 ，式（21）与 式（20）仅 有 细 微

差异。

4 GNSS网平差算例分析

本文实验中的 GNSS网包含一个控制点和 5
个未知点，共观测了 45条独立基线的数据［18］。借

助于已有的设计阵和待定点坐标参考值，以及观

测量的方差-协方差阵，可以模拟出服从正态分布

的观测量［19］。在此基础上，随机指定 1~6个观测

量分别独立加入大小、符号不同的粗差，具体可

参看文献［16］，虽然基于 UMP统计量和基于标

准化残差的抗差估计方案都能够有效抵御粗差

的不良影响，但基于 UMP统计量的抗差估计在

抗差性和计算效率两个方面都优于基于标准化

残差的抗差估计。

为进一步研究MAD估计在精度评定中的应

用，本文进行了如下模拟计算：（1）方案 1：对没有

植入粗差的数据采用最小二乘平差进行参数估

计，最终依据式（16）对尺度因子进行估计；（2）方

案 2：同方案 1，但采用式（21）估计尺度因子；（3）
方案 3：对受粗差污染后的数据采用基于UMP统

计量的抗差估计进行参数解算，根据式（16）估计

尺度因子并用于精度评定；（4）方案 4：同方案 3，
但采用式（21）估计尺度因子。

为 保 证 评 价 的 客 观 性 ，上 述 模 拟 进 行 了

10 000次，图 1统计了 4种方案 10 000次GNSS网

平差模拟数据得到的尺度因子估值序列，统计结

果见表 1。
由图 1、表 1可知，没有粗差污染的情况下，使

用残差加权平方和方法是最好的选择，此时MAD
估值序列呈现出一定的波动性；对于受污染的数

据，采用抗差估计尽管可以在一定程度上抵御了粗

差的影响，但基于残差加权平方和方法得到的尺度

因子明显偏小，而且序列中存在“突刺”现象；相对

而言，基于MAD的尺度因子估值表现更为稳健。
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5 结 语

粗差探测与抗差估计是目前处理粗差的两

种常用方法。选择合适的统计量是探测和识别

异常观测的关键。本文讨论了样本尺度因子的

MAD估计，以及 Fisher一致性调节因子的确定方

法，并对平差模型中尺度因子的MAD估计及其

在粗差处理中的应用进行了探讨。GNSS网平差

的数值例子表明，由于具有良好的抗差性，尺度

因子的MAD估计不但可用于构造粗差探测与识

别 的 统 计 检 验 量 ，还 可 用 于 平 差 成 果 的 精 度

评定。
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表 1 4种方案得到的尺度因子估值序列的统计结果/mm
Tab.1 Statistics of Estimated Scale Factor of Four

Schemes/mm

方案

方案 1
方案 2
方案 3
方案 4

最大值

1.28
1.52
2.09
1.56

平均值

1.00
1.00
0.84
0.89

中位数

1.00
1.00
0.85
0.90

图 1 4种方案 10 000次GNSS网平差模拟数据得到的尺

度因子估值序列

Fig.1 Estimated Scale Factors of Four Schemes over
10 000 Repetitions in GNSS Network Adjustment

1639



武 汉 大 学 学 报 · 信 息 科 学 版 2021 年 11 月

Sciences，2007（郭建锋 . 模型误差理论若干问题

研究及其在 GPS数据处理中的应用［D］. 武汉：中

科院测量与地球物理研究所，2007）
［16］ Guo J，Ou J，Wang H. Robust Estimation for Cor⁃

related Observations：Two Local Sensitivity-based
Downweighting Strategies［J］. Journal of Geodesy，
2010，84（4）：243-250

［17］ Guo J. A Note on The Conventional Outlier Detec⁃
tion Test Procedures［J］. Boletim Ciencias Geodesi⁃

cas，2015，21（2）：433-440
［18］ Snow K B，Schaffrin B. Three- Dimensional Outlier

Detection for GPS Networks and Their Densification
via the BLIMPBE Approach［J］. GPS Solutions，
2003，7（2）：130-139

［19］ Yang Y，Song L，Xu T. Robust Estimator for Cor⁃
related Observations Based on Bifactor Equivalent
Weights［J］. Journal of Geodesy，2002，76（6）：

353-358

MAD Estimate of Scale Factor and Its Applications in
Measurement Adjustment

GUO Jianfeng 1

1 College of Science, Zhongyuan University of Technology, Zhengzhou 450007, China

Abstract：Objectives: The least⁃squares method is very sensitive to outliers， and the adjustment outputs
will usually be unacceptable when some of the observations are contaminated. Selection of appropriate
statistical tests plays a pivotal role both in robust estimation and conventional outlier detection procedures.
Methods: The MAD (median absolute deviation) estimate of scale factor in the univariate case is discussed
firstly. Determination of the Fisher⁃consistency factor is described for Gaussian normal distribution. Robust
estimates of scale factor in linear adjustment model are addressed based on standardized least ⁃ squares
residuals and the uniformly most powerful test statistics, respectively. Both of them can be used for con⁃
structing statistical tests, to identify the potential outlying observations, and therefore their deterioration
effect will be mitigated. For illustrative purpose, Monte Carlo simulations in GPS network adjustment
scenario are performed.Results: Numerical results show that the MAD⁃based estimate of scale factor is ro⁃
bust and works well in accuracy assessment for adjustment outputs.Conclusions: Explicit formula for esti⁃
mating the scale factor, the MAD is a very robust scale estimator and has low computation complexity. It is
therefore appropriate to use the MAD for adjustment computations and accuracy assessment when outliers
are present.
Key words：scale factor；outlier detection；robust estimation；MAD estimate
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