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摘 要：新型粒子加速器对关键元件的准直测量精度要求越来越高，而现有测量仪器受自身技术发展的限制，

难以在短时间内显著提高其单站测量精度，由此提出一种基于激光跟踪仪的三维测边网平差的预准直测量方

法。通过布设多个测站，将定位点和测站点的坐标均作为未知参数进行平差解算，得到较高精度的定位点坐

标。此外，通过比较分析不同测站数目下各定位点的解算精度，得到局部最优测站数。实验结果表明，三维测

边网平差解算的定位点精度远高于同等观测条件下三维边角网平差解算的定位点精度。当采用 22个测站

时，各定位点的空间点位中误差的均值为 8.9 μm。根据 4个定位点均要获得 10 μm以内的定位精度需求，综合

考虑定位精度和工作效率两方面因素，判断布设 12个测站能达到此要求。所提方法对实际工作中高精度的

预准直测量和设备的安装定位具有一定的工程应用价值。

关键词：粒子加速器；激光跟踪仪；三维测边网平差；预准直；局部最优测站数

中图分类号：P258 文献标志码：A

以第四代同步辐射光源和超大型粒子对撞

机为代表的新型粒子加速器对关键元件的准直

测量精度要求越来越高，而作为关键环节的预准

直过程，其产生的元件标定误差在元件安装结束

后不再被调整，从而成为该元件的系统误差［1-2］。

受仪器自身技术发展的限制，厂家在短时间内很

难通过提升测量仪器自身精度来提高最终的测

量点位精度。传统测量方法往往将平面和高程

分开考虑，虽然可以最大限度地简化计算过程，

但由于测量点的空间坐标 ( x，y，z )之间存在一定

的相关性，单独完成平面和高程测量将造成额外

的模型误差，且测量效率低下［3］。

为满足粒子加速器某些特定元件的高精度

预准直要求，本文借助激光跟踪仪布设多个测站

来建立三维测边网，将整平后的激光跟踪仪几何

测量中心（以下简称测站点）和粒子加速器各元

件安装定位的靶座点（以下简称定位点）的空间

坐标均当作未知参数，并采用秩亏自由网平差的

方法进行求解计算。此外，在拥有充足的多余观

测数的情况下，对比分析不同测站数目下各定位

点的解算精度，得到与定位点数量有关的局部最

优测站数。

1 激光跟踪仪三维测边网平差原理

1.1 误差方程建立

激光跟踪仪测量点误差分布如图 1所示，激

光跟踪仪沿光线测量方向上的测距误差远低于

垂直于该方向上主要由测角带来的误差［4-6］，采用

三维测边网平差可有效避免测角误差对最终求

解点位测量精度的影响。

若按经典自由网平差方法进行解算，三维测

边网的起算数据包括一个固定点的位置（三维坐

标值）和方向（3个方向余弦值）。激光跟踪仪采

用自由设站的方式［8-9］，将所有测站点和定位点均

图 1 激光跟踪仪测量点误差分布图 [7]

Fig.1 Distribution Diagram of Position Errors Measured
by Laser Tracker[7]
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作为未知参数进行平差解算，此时网形缺少必要

的起算数据，故该三维测边网存在数亏问题。本

文拟采用附加约束条件的秩亏自由网平差方法

来解决此问题，即在原平差模型中增加 d个虚拟

观测值（d为秩亏数），与原观测值共同组成误差

方程进行平差解算。

由于只涉及距离观测值，基于激光跟踪仪的

三维测边网平差的实质是根据定位点和测站点

之间的欧氏距离建立误差方程［10-12］。假设测站点

编 号 用 i 表 示（i= 1，2⋯n），空 间 坐 标 为

( Xi，Yi，Zi )，定位点编号用 j表示（j= 1，2⋯m），

空间坐标为 ( Xj，Yj，Zj )，测站点 i到定位点 j之间

的距离观测值为Dij，计算式为：

Dij= ( X̂ j- X̂ i )2 +(Ŷ j- Ŷ i )2 +( Ẑ j- Ẑ i )2

（1）
式中，( X̂ i，Ŷ i，Ẑ i )和 ( X̂ j，Ŷ j，Ẑ j )分别为测站点和定

位点的坐标平差值，根据式（1）列如下误差方程：

V = Bx̂- L （2）
其中，

x̂=[ x̂ i ŷ i ẑ i x̂ j ŷ j ẑ j ]T

L= [ ]Dij- D 0
ij

T

B=[ - ΔX 0
ij

D 0
ij

- ΔY 0
ij

D 0
ij

- ΔZ 0
ij

D 0
ij

ΔX 0
ij

D 0
ij

ΔY 0
ij

D 0
ij

ΔZ 0
ij

D 0
ij
]

假设测站点和定位点的坐标近似值分别为

( X 0
i，Y 0

i，Z 0
i )和 ( X 0

j，Y 0
j，Z 0

j )，则 ΔX 0
ij = X 0

j - X 0
i ；

ΔY 0
ij = Y 0

j - Y 0
i ；ΔZ 0

ij = Z 0
j - Z 0

i 。D 0
ij 为测站点

与定位点之间的距离近似值，计算式为：

D 0
ij= ( X 0

j - X 0
i )2 +(Y 0

j - Y 0
i )2 +( Z 0

j - Z 0
i )2

（3）
激光跟踪仪采用自由设站的测量方式，每一

个测站均对应着一个单独的局部坐标系，以第一

个测站建立的局部坐标系作为全局坐标系［13］，第

一个测站点的空间坐标近似值取 ( 0，0，0 )。在第

一个测站进行观测时，依次瞄准各定位点并观测

得到相应的距离、水平角和垂直角，由极坐标系

原理求解各定位点的坐标值，并将其作为各定位

点的空间坐标近似值。剩余的 i- 1个测站点的

空间坐标近似值则根据空间距离交会原理，由任

意 3个已知空间坐标近似值的定位点和它们到第

i- 1个测站点的距离观测值得到，计算式为：

D ( i-1),j=
( X 0

j -X 0
i-1 )2+(Y 0

j -Y 0
i-1 )2+( Z 0

j -Z 0
i-1 )2

（4）
此处涉及的角度观测值仅用于求解各定位

点的空间坐标近似值，未参与后续的三维测边网

平差的求解计算。因此，在该三维测边网平差模

型 中 ，总 观 测 值 数 目 为 mn，未 知 参 数 数 目 为

3(m+ n )，多余观测数目为mn- 3(m+ n )+ d。

本文采用的激光跟踪仪型号为 AT960，标称

的测角和测距精度分别为±（15 μm+6 μm/m）
和±0.5 μm/m。故布设测边网的权阵 P中各项

pij的计算式为：

pij=(
1

0.5Dij
)2 （5）

式中，Dij以m为单位，用于定权取值。

1.2 平差解算和精度评定

由于激光跟踪仪建立的三维测边网平差模

型缺少必要的起算数据，若根据式（2）进行平差

解算，求解的法方程为奇异阵，其结果不唯一。

为获取唯一解，采用在原平差模型的基础上引入

基准约束条件 x̂T Px̂ x̂=min。此处基准权阵 Px̂

取单位矩阵 I，则满足最小范数准则：x̂T x̂=min。
假设等价于该最小范数约束的限制条件方程为：

ST x̂= 0，其中 S为附加约束矩阵，rank ( S )= d

（d为秩亏数，此处为 6）且满足 BS= 0。该附加

约束条件的秩亏自由网平差函数模型的计算

式为［14-15］：

{V = Bx̂- L
V T PV =min
ST x̂= 0

（6）

根 据 文 献［14］，附 加 约 束 矩 阵 S 的 计 算

式为：
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（7）

式中，w为所有未知点的数目（包括定位点数量m
和测站点数量 n）；第 k ( 1≤ k≤ w )点的近似坐标

值为 ( X 0
k，Y 0

k，Z 0
k )。在实际计算时，往往需对 S进

行中心化和标准化。中心化后的约束矩阵为 S'，
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S'是将 S中的 X 0
k、Y 0

k、Z 0
k 分别用

-X
0
k、
-Y

0
k、
-Z
0
k 进行

替换得到的。中心化后的原点在重心所在的位

置，此时对应的第 k点的近似坐标（
-X

0
k，
-Y

0
k，
-Z
0
k）计

算式为：

ì
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î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

-X
0
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1
w ∑k= 1

m

X 0
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（8）

约束矩阵 S的标准化建立在中心化的基础

上，假设标准化后的约束矩阵用 G表示，此时引

入辅助矩阵 A使得 G T = A ⋅( S' )T，最终中心化和

标准化后的约束矩阵满足 G TG= I（I为单位矩

阵），辅助矩阵A的计算式为：

A= diag ( 1
w
, 1

w
, 1

w
, 1

R 1

, 1
R 2

, 1
R 3

)

（9）
ì

í

î

ï
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R 1 = ∑
k= 1

w

( (-X 0
k )2 +(

-Y
0
k )2 )

R 2 = ∑
k= 1

w

( (-X 0
k )2 +(

-Z
0
k )2 )

R 3 = ∑
k= 1

w

( (-Y 0
k )2 +(

-Z
0
k )2 )

（10）

单位权中误差 σ̂0、参数估计 x̂和协因数Q x̂x̂的

计算式为：

σ̂0 =
V T PV

mn- 3(m+ n )+ d
（11）

x̂=( BT PB+ GG T )-1 ⋅BT PL （12）
Qx̂x̂=( BT PB+ GG T )-1 - GG T （13）

2 边角网平差模型

为了验证本文三维测边网平差方法的可靠

性，实验引入传统的三维边角网平差进行解算，

并对二者解算结果进行比较分析。边角网的观

测值除了测边网仅利用的距离观测值以外，还包

括水平角、垂直角。激光跟踪仪的三维边角网平

差模型计算式为［16］：

ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï
ï
ïï
ï

Dij= ( X̂ j- X̂ i )2 +(Ŷ j- Ŷ i )2 +( Ẑ j- Ẑ i )2

Hij= arctan
Ŷ ij

X̂ ij

V ij=
π
2 - arctan

Ẑ ij

X̂ 2
ij+ Ŷ 2

ij

（14）

式中，Hij和Vij分别为测站点 i与定位点 j之间的水

平角、垂直角观测值；( X̂ ij，Ŷ ij，Ẑ ij )为定位点 j在测

站 i的局部坐标系下的坐标平差值。在进行三维

边角网平差之前，需将所有测站对应的局部坐标

系下的坐标换算到统一的全局坐标系下，此处取

第一个测站建立的局部坐标系作为本次实验的全

局坐标系。考虑到激光跟踪仪具有非常高的测距

精度，认为各测站间的尺度因子均为定值 1，待整

平仪器后，各测站仪器的竖轴方向垂直于坐标系

的 XOY平面，此时旋转矩阵仅包含绕 Z轴的旋转

角 度 γi- 1。 第 i 个 测 站 对 应 的 未 知 参 数 为

( Xi，Yi，Zi，γi- 1 )（i≠ 1，当 i取 1时对应已知的第一

个 测 站），第 j 个 定 位 点 对 应 的 未 知 参 数 为

( Xj，Yj，Zj )。故该边角网平差模型中，总观测值数

目为 3mn，未知参数数目为 3m+ 4( n- 1 )，多余观

测数目为 3mn-3m-4（n-1）。

3 实例分析

为了验证本文平差算法精度，在5 m×5 m×3 m
的室内平稳放置一块四极磁铁，并对其展开实测

数据分析。以 4个靶座点所在位置作为定位点，

其编号依次为 F 1~F 4。沿四极磁铁外侧依次布

设 22个测站，以仪器整平后的几何测量中心作为

测站点，其编号依次为 T 1~T 22，在每个测站均对

4个定位点进行观测，如图 2所示，各网点在平面

方向上大致呈现出均匀对称分布。

表 1、表 2分别表示在 22个测站下由附加约束

条件的三维测边网平差解算的定位点、测站点均

方根误差（root mean squared error，RMSE）。解

算结果显示，各定位点的空间点位中误差的均值

为 8.9 μm，各测站点的空间点位中误差的均值为

51.6 μm。由于定位点数量远少于测站点数量，导

图 2 实际测量的网点分布图

Fig.2 Distribution Map of Actual Measurement Points
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致同一平差方法解算的测站点精度低于定位点精

度。此外，由于点位在垂直方向上分布不够均匀，

导致二者的水平方向精度均高于垂直方向精度。

由表 2和图 2可知，测站点的点位中误差大小与该

测站点到测量中心（此处取 4个定位点的坐标平均

值）的距离大小有关，二者之间呈现出正相关。

为了进一步验证解算结果的可靠性，根据平

差方法解算得到各点的空间坐标，反算定位点和

测站点间的距离，并与实测的距离观测值进行比

较，结果如图 3所示。由图 3可知，测边网和边角

网两种平差方法与实际距离观测值之间的差值

均在±2.0 μm以内，且二者之间相差值趋近于零，

反映出两种平差方法解算结果的稳定性和可靠性。

图 4是附加约束条件的三维测边网和三维边

角网平差解算的各定位点、测站点的点位中误

差。两种平差方法的解算结果呈现出相似的趋

势，但前者解算的点位精度要优于后者，此特性

在定位点上尤为突出，前者解算的定位点精度均

在 10 μm以内，远高于后者解算的 30 μm。分析

原因在于测边网仅采用距离观测值，而边角网涉

及距离、水平角和垂直角 3种观测值。由于激光

跟踪仪的测距精度远高于测角精度，在采用边角

网平差时，其点位测量误差主要取决于其测角误

差。当采用测边网平差时，能有效避开角度观测

值，从而有利于提高实验解算的点位精度。

图 5是不同测站数目下解算各定位点的点位

中误差平均值。由图 5可知，当测站数目为 22
时，附加约束条件的三维测边网平差解算的定位

点精度最高，但在实际工作中往往需综合定位精

度和工作效率两方面进行考虑。当测站数目为 7
时，满足最少的多余观测数要求。因此，该实验

在 22个测站中依次选取 7~22个测站，完成相应

测站数目下所有组合的遍历，并统计不同测站数

表 1 定位点平差解算精度 /μm
Tab. 1 Adjustment Precision of Location Points /μm

点号

F1
F2
F3
F4

坐标系各分量误差

RMSE-X

3.7
3.6
3.7
3.7

RMSE-Y

2.8
2.7
2.8
2.7

RMSE-Z

7.6
7.7
7.5
7.7

点位中误差

RMSE-P

8.8
8.9
8.8
8.9

表 2 测站点平差解算精度 /μm
Tab. 2 Adjustment Precision of Station Points /μm

点号

T1
T2
T3
T4
T5
T6
T7
T8
T9
T10
T11
T12
T13
T14
T15
T16
T17
T18
T19
T20
T21
T22

坐标系各分量误差

RMSE-X

8.9
9.3
10.2
10.7
7.9
10.4
14.1
14.1
13.9
14.8
15.0
10.3
14.5
10.4
17.0
16.1
14.3
15.0
15.2
15.6
14.5
15.5

RMSE-Y

10.1
10.4
11.0
11.5
9.0
11.4
15.3
14.5
15.1
15.0
15.1
10.3
14.6
10.4
15.1
16.1
19.2
16.9
14.4
15.8
20.0
17.9

RMSE-Z

28.0
28.9
32.2
35.8
22.7
34.6
53.7
49.9
52.5
54.6
60.0
30.6
56.0
31.1
64.9
64.9
58.8
55.0
56.2
60.7
61.9
59.8

点位中误差

RMSE-P

31.1
32.1
35.5
39.1
25.7
37.9
57.6
53.8
56.4
58.5
63.7
33.9
59.7
34.4
68.8
68.8
63.5
59.5
60.0
64.6
66.6
64.3

图 3 两种方法反算距离与距离观测值的差值

Fig.3 Distance Differences Between Observation and
Calculation Results of Two Methods

图 4 两种方法解算定位点与测站点的点位中误差

Fig.4 RMSE of Location Points and Station Points
Calculated by Two Methods
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目下解算的 4个定位点的空间点位中误差的平均

值。结果表明，针对 4个定位点的情况，采用 12
个测站亦可实现 10 μm的高精度要求。相对于测

站数目为 22的解算结果，12个测站的测量效率更

高，且二者精度几乎相当，平差解算的定位点误

差均小于 10 μm。

4 结 语

为了进一步提升粒子加速器某些特定元件

的安装精度，本文提出一种基于激光跟踪仪的三

维测边网平差的预准直方法。通过布设多个测

站，将定位点和测站点的坐标均当作未知参数进

行平差解算，得到的定位点精度较已有方法有明

显提高。同时，本文验证了在同等观测条件下基

于激光跟踪仪的三维测边网平差解算的定位点

精度远高于三维边角网平差解算的精度。当测

站达到一定数量时，随着测站数目的增加，解算

的定位点精度将不再显著提高，此时结合工作效

率可认为当前的解算结果是达到局部最优的。

该方法对实际工作中高精度的准直测量和设备

的安装定位具有一定的工程应用价值。针对粒

子加速器准直领域，如何合理布设空间网点以使

各测量点误差在水平和垂直方向上分布更为均

匀，以及如何结合不同仪器共同完成测量工作并

对数据进行联合平差处理，尚存在进一步的探讨

空间。
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High Precision Pre⁃⁃Alignment Method Based on Laser Tracker

WANG Zhaoyi 1 HE Xiaoye 1 WANG Wei 1 ZHANG Haiting 1 CHEN Yihua 1 CHEN Jiaxin 1

1 National Synchrotron Radiation Laboratory, University of Science and Technology of China, Hefei 230029, China

Abstract：Objectives: Higher accuracy is needed for the alignment and installation of key components in
new generation particle accelerators. However, the existing measuring instruments are limited by the technologi‐
cal development, it is difficult to significantly improve the measurement accuracy in a short time.Methods:

In this paper, we proposed a novel pre‐alignment method based on 3D trilateration network adjustment of
laser trackers. Firstly, we established multiple survey stations surrounding the component which needs to
be pre‐aligned. Then, we utilized only distance observations between station points and location points to estab‐
lish 3D trilateration network. Finally, we regarded all coordinates of both station points and location points
as unknown parameters, and adopted a 3D free trilateration network adjustment.Results: Experimental results
show that the root mean squared error (RMSE) of location points calculated by 3D triangulateration are
three times higher than that calculated by 3D trilateration. In addition, the average RMSE of location points
can reach the highest precision as 8.9 μm by establishing 22 survey stations. Because the precision is no‐more‐
than 10 μm by establishing 12 survey stations, we consider 12 as the quantity of locally optimal survey sta‐
tions.Conclusions: This method can provide crucial engineering values for the practical work during the high‐pre‐
cision alignment and installation of devices.
Key words：particle accelerator；laser tracker；3D trilateration network adjustment；pre‐alignment；quantity of
locally optimal survey stations
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