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摘 要：分析了求解地球重力场参量的球谐综合计算公式，引入数组预存再调用方法来避免传统算法中对

cos(mλ )、sin (mλ )及勒让德函数的递推系数的重复计算问题，并结合MPI(message passing interface)并行技术

来提高计算效率。实验采用 2 160阶次的 EGM2008模型，以 DELL PowerEdge R730服务器和超算“天河二

号”为计算平台，计算了分辨率 1°和 5'的网格重力异常。结果表明，数组预存再调用的方式减少了中央处理器

（central processing unit，CPU）的计算工作量，但同时增加了内存的访问次数，适用于 CPU性能一般而内存频

率较高的计算平台。MPI并行技术可充分发挥计算机的多核优势，并在进程个数等于逻辑 CPU的个数时获

得最大加速比。
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由地球重力场模型计算扰动位、重力异常、

高程异常等重力场参量的方法称为球谐综合法。

当采用高阶次地球重力场模型串行计算大规模

格网时，球谐综合法的计算工作量大，耗时长。

为加快数据处理速度，不少学者从算法上进行了

优化，在一定程度上提高了计算效率［1-5］。并行计

算是高性能计算领域使用最为广泛的一种技

术［6］，它的基本思想是采用多个处理器来协同求

解同一个问题。利用并行计算技术突破大规模

重力数据处理的瓶颈、提高计算效率已逐渐成为

一项共识［7］。典型的并行编程环境主要有 MPI
（message passing interface）、OpenMP（open multi-
processing）、HPF（high performance Fortran）、

CUDA （compute unified device architecture）
等［8-9］，其中MPI、OpenMP是物理大地测量领域

较为常用的两种并行模型［10-16］。

MPI、OpenMP分别为基于消息传递和共享

内存的并行编程模型［17］，其中 OpenMP具有易编

程、内存开销小等特点，但仅能在 1个计算节点内

并行；MPI采取分布式内存并行，计算作业可以

在 1个或者多个节点内并行，适用于个人计算机、

服务器、计算机集群、超算等；而MPI具有移植性

强、拓展性好、通信函数丰富等优点，是目前可信

赖的高效率大规模并行计算平台［16，18］。因此，本

文将适用范围更广、并行潜能更大的MPI运用于

大规模格网重力场参量的球谐综合计算中。

1 基本原理

地球重力场一般可通过扰动重力场进行研

究，地球外部任意一点的扰动位 T的球谐级数可

表示为：

T ( r,θ,λ )= GM
r ( )Rr

n

∑
m= 0

n

( )-C
*
nmcos (mλ )+

-S
*
nm sin (mλ ) P̄ nm (cosθ) （1）

式中，P̄ nm (cosθ)为完全规格化的缔合勒让德函

数；其余变量含义可参考文献［1］。常用的缔合

勒让德函数计算方法主要有标准前向列推法、标

准前向行推法、Belikov列推法和跨阶次递推法，
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其中跨阶次递推法计算量大、精度高、稳定性

好［4，19-20］，故本文采用跨阶次递推法计算缔合勒让

德函数：
-P nm (cosθ) = αnm

-P n- 2,m ( cosθ )+
βnm
-P n- 2,m- 2 ( cosθ )- γnm

-P n,m- 2 ( cosθ ),
∀n> m ≥ 2 （2）

式中，αnm、βnm、γnm为递推系数，具体计算公式参见

文献［3］。

对式（1）中的扰动位 T进行简单的数学变换

可以得到重力异常、高程异常、垂线偏差等地球

重力场参量。以重力异常 Δg为例，将正常椭球

面做球近似假设，则 T与 Δg之间的关系式可表

示为：

Δg=- ∂T
∂r -

2
R
T （3）

将 式（1）代 入 式（3），可 得 到 Δg 的 球 谐 展

开式：

Δg ( r,θ,λ )=
GM
r 2 ∑n= 2

N

(n- 1) ( )Rr
n

∑
m= 0

n

( -C *
nmcos (mλ )+

-S
*
nm sin (mλ ) )-P nm ( )cosθ （4）

2 串行算法

方案 1 在球谐综合中，勒让德函数
-P nm (cosθ)

的 计 算 占 整 个 计 算 量 的 大 部 分［20］。 由 于
-P nm (cosθ)与纬度相关，在利用球谐函数计算格网

重力场参量时，为避免
-P nm (cosθ)重复计算，一般

逐纬度计算，在计算同一纬度的重力场参量时，

仅一次计算
-P nm (cosθ)。

方案 2 由式（4）可知，cos (mλ)、sin (mλ )两项

与 经 度 相 关 。 为 提 高 计 算 效 率 ，将 cos (mλ )、
sin (mλ )预先算好并存放到数组中，再通过调用

的方式参与计算。此项措施联合方案 1在本文中

标记为方案 2。
假定全球纬度带条数为 M，经度带条数为

2M，参考阶次取为 N，则这两项的计算次数为

Num=M 2 ×( 2+ N )×( N- 1 )；而通过数组预

存的方式，计算次数仅为 Num* = 2MN次，其运

算压缩比为 Z=M ( 2 + N ) ( N- 1 )/2N。

方案 3 由文献［3］可知，缔合勒让德函数的

3个系数 αnm、βnm、γnm 与经纬度无关，只与阶次相

关。由于同一纬度所有阶次的
-P nm (cosθ)值通过

递推的方式一次性求得，因此这 3个系数在同一

条纬度带上并没有重复计算，但在不同纬度带上

进行了重复计算。为此，在方案 2的基础上，进一

步对 αnm、βnm、γnm 进行数组预存，记为方案 3。不

难发现，在 αnm、βnm、γnm的处理上，方案 3相对于方

案 2的运算压缩比为 Z=M。

3 并行设计与实现

MPI可以通过分解任务实现多进程并行计

算。由式（4）可知，在逐纬度计算时，纬度条带之间

的计算是相互独立的，利用MPI将大规模格网重

力异常按纬度条带分配给各个进程，在计算结束后

收集各个进程的结果，避免了额外的通信开销。

在进行任务分解时有两种模式可选，一种是

按纬度分块分解，即每一个进程负责处理一块连

续的纬度带，如图 1所示。另一种是按纬度循环

分解，以进程 P0为例，假设进程个数为 n，则进程

P0负责计算的纬度带为W1，W1+n…W1+kn。在任

务无法均等分配时，两种模式的进程任务量有所

差异，但最高任务量相同。由于MPI的数据收集

函数MPI_Gather（）是按进程编号由小到大进行

收集，即先将 P0中的所有计算结果存放到一维数

组中，然后逐个存放其他进程的数据，当采取按

纬度分块分解模式时，收集到的结果可直接输

出；而按纬度循环分解模式收集的结果需要进行

复杂的顺序变换才可以输出，本文采取按纬度分

块对任务进行分解。

由于MPI采用分布式内存数据存储模式，随

着进程数 P增加，各项系数运算压缩比下降 Z/P，
内存耗用倍增，尤其是方案 3耗用内存较多，在一

定程度上会影响计算性能，为了获得最优方案组

合，对方案 1~3均进行并行分析。

图 1 纬度分块并行计算

Fig. 1 Parallel Computation of Latitude Blocks
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4 算例与分析

本实验采用EGM2008重力场模型，取至 2 160
阶次，并设置了两组算例。算例 1计算了全球格

网 1° × 1°的重力异常，算例 2计算了跨纬度 15°、
跨经度 360°的 5' × 5'格网的重力异常（即格网个

数为 180×4 320）。

本实验计算平台之一为广东工业大学 3S技

术实验室配置的 DELL PowerEdge R730 服务

器，该服务器配置有 2个物理中央处理器（central
processing unit，CPU）（E5-2630L，主频 1.80 GHz，
每个 CPU 8核，共 16核），32个逻辑 CPU，内存

32 GB，内 存 频 率 2 133 MHz，搭 载 Red Hat
Enterprise Linux server release 6.7操作系统。程

序并行环境为 MPI 3.0.4，编译器为 GCC 4.4.7，
编程语言为 C++。

为评价并行算法和数组预存再调用方法对

计算过程的优化作用，引入加速比 SP：

SP=
T S
1

T P
i

（5）

式中，P（P≥1）表示进程个数；T S
1 为方案 1的串行

执行时间；T P
i 为方案 i（i =1，2，3）采用 P个进程

时的执行时间。本文中的加速比皆是相对于方

案 1的串行耗时。

按照上文 3种方案，分别实现串行及并行运

算。当进程个数相同时，3种方案的 CPU使用率

一致，皆为 3.125P%（P为进程数，3.125P≤100，
而 3.125%实际上是 1个逻辑 CPU占总逻辑 CPU
个数（32）的百分比，这说明了逻辑 CPU的启动个

数与进程个数相等（在进程个数不超过逻辑 CPU
个数的情况下）。表 1为两个算例中 3种方案对

应进程数的内存耗用情况。由表 1可知，在内存

充足的情况下，3种方案的内存耗用与进程数 P
存在良好的线性关系，算例 1分别约为 180P、
193P、268P，算例 2分别约为 190P、332P、410P。
在算例 1中，当进程个数增加到 180时，3种方案

均遭遇内存不足（内存空间 31 714 MB），硬盘交

换空间分别为 3 316 MB、10 010 MB、19 609 MB；
在算例 2中，方案 3在开启 90个进程时，硬盘交

换空间为 6 944 MB，在开启 180个进程时，3种方

案的硬盘交换空间分别为 6 685 MB、29 297 MB、
43 008 MB。

表 2为算例 1、算例 2中 3种方案串行及并行

的运算时长。由表 2可知，在串行计算中，通过将

系数预存调用的方式，可大幅度提高计算效率，

方案 2、3相对方案 1在算例 1中的加速比分别为

1.58、1.70，在算例 2中分别为 1.44、1.47。并行计

算中，3种方案均在进程数为 30时获得最短计算

时长，在算例 1中由 19 260 s分别减少至 1 169 s、
1 024 s、978 s，最大加速比分别为 16.48、18.81、
19.69；在算例 2中由 274 533 s分别减少至 14 226 s、
12 695 s、12 402 s，最 大 加 速 比 分 别 为 19.30、
21.63、22.14。

为了直观地比较 3种方案的并行性能，图 2
展示了 3种方案的并行加速比。由图 2可知，在

算例 1和算例 2中，各方案的加速比在进程数为

30时达到峰值。随着进程数进一步增加，加速比

开始缓慢下降，原因在于实验服务器共拥有 32个
逻辑 CPU，而每个逻辑 CPU同一时刻只能运行 1
个进程，当进程个数超出逻辑 CPU的个数时，进

程之间会出现替换使用逻辑 CPU的情况，此时继

续增加进程并不能进一步缩短计算耗时；相反，

计算资源的过度分散将会降低计算性能。另外，

进程数越多，并行的开销时间也越多，反而会拖

慢计算速度，因此并行进程的最优个数为逻辑

CPU的个数。

由图 2可知，整体上方案 3的加速比优于方

案 2，方案 1最差。但当进程数增加到 90或 180以
后，方案 1的加速比优于方案 2和方案 3，其原因

表 2 服务器上不同方案计算时间

Tab. 2 Time of Different Schemes on the Server

进程

1
10
20
30
60
90
180

算例 1/s
方案 1
19 260
2 455
1 677
1 169
1 189
1 202
1 535

方案 2
12 162
1 698
1 368
1 024
1 103
1 091
1 773

方案 3
11 311
1 492
1 239
978
980
1 115
2 788

算例 2/s
方案 1
274 533
39 819
20 677
14 226
15 047
15 010
15 817

方案 2
190 403
33 592
16 852
12 695
14 186
16 826
19 569

方案 3
186 479
21 298
15 697
12 402
14 363
15 942
20 440

表 1 服务器上不同方案的内存耗用

Tab. 1 Memory of Different Schemes on the Server

进程

1
10
20
30
60
90
180

算例 1/MB
方案 1
179
1 796
3 596
5 396
10 808
16 253
35 484

方案 2
194
1 894
3 813
5 735
11 517
17 332
41 724

方案 3
274
2 680
5 359
8 033
16 096
24 159
51 323

算例 2/MB
方案 1
195
2 077
3 934
5 791
11 378
16 973
38 399

方案 2
354
3 504
6 791
10 074
19 941
29 826
61 011

方案 3
444
4 291
8 310
12 361
24 512
38 658
74 722
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一是方案 2和方案 3的预存系数运算压缩比随着

进程数增加而减小（每个进程需要对方案 2或方

案 3所述的预存系数进行独立预存）；二是结合表 1
可知，当进程数增加到 90或 180后，方案 2、方案 3
面临内存严重不足问题，进程部分内存被释放到

swap分区中，频繁的页面调度和交换增加了磁盘

负载，大大降低了计算效率，而方案 1的 swap分
区交换内存相对于方案 2、方案 3则要小得多，故

其加速比、相对效率反而优于方案 2、方案 3。
为进一步验证上述结论，本文也在中山大学

超算平台“天河二号”上进行了实验。“天河二号”

每个节点配置两颗主频为 2.2 GHz的 Intel Xeon
E5-2692 V2 系列 CPU，共 24核，48个逻辑 CPU，

内存为 128 GB，内存频率为 1 333 MHz，并配有 3
个 Xeon Phi 57核心的协处理器（运算加速卡）。

程序并行环境为MPI 3.1，编译器为 GCC 4.4.7，
编程语言为 C++。值得注意的是，“天河二号”

可以根据进程个数动态分配节点，并始终满足分

配的逻辑 CPU个数大于等于进程个数。

由表 3可知，由于“天河二号”节点的计算资

源充足，在两个算例中，3种方案的计算耗时均随

着进程数的增加一直减少。图 3中算例 1中 3种
方案之间的差距很小，方案 2、方案 3略优于方案 1；
算例 2中方案 1则明显要优于方案 2和方案 3，其

加速比约为方案 2和方案 3的两倍。这是由于

“天河二号”每一节点的计算速度快（达 422.4
Gflops），并且配有运算加速卡，其运算的瓶颈并

不在于 CPU，因此通过预存数组（即减少 CPU运

算工作量）所减少的计算耗时很小；相反，随着格

网分辨率的提高，预存数组急剧增大，庞大的数

组无法在高速缓存器中完全驻留，CPU在调用数

组时需要频繁访问内存。

由上文可知，“天河二号”内存频率与 CPU主

频的比值为 0.606。因此在算例 2中，其访问内存

增加的时间要远多于 CPU 减少的时间；而在

DELL服务器上，内存频率与 CPU主频的比值为

1.185。两个算例中预存数组在 DELL服务器上

均取得了良好效果。

5 结 语

本文以 2 160阶次的 EGM2008模型为例，基

于MPI实现了按纬度带分解并行计算格网重力

异常，通过对MPI并行、MPI结合数组预存调用

等 方 案 的 运 行 效 率 进 行 分 析 比 较 ，得 出 如 下

结论。

相比串行计算，MPI并行计算能充分利用多

核计算机资源，大幅度缩短计算时长；增加进程

数可以进一步分解计算任务量，但由于 1个逻辑

CPU同一时刻只能运行 1个进程，当进程个数超

出逻辑 CPU个数时，各进程需要替换使用逻辑

CPU，故在此基础上继续增加进程已失去意义，

相反，进程数越多，并行的开销时间也越多，反而

会增加整体计算耗时。因此建议开启的进程个

数取为逻辑 CPU的个数。此外，应尽量避免内存

耗用超出计算平台内存。

对 cos (mλ )、sin (mλ )以及缔合勒让德函数系

数 αnm、βnm、γnm 采取数组预存调用的方式可有效

减少 CPU的运算工作量，但会增加内存的访问次

数，建议在 CPU性能一般而内存性能相对较好的

图 3 超算平台上不同方案串行及并行的加速比

Fig. 3 Serial and Parallel Speedup Ratios of Different
Schemes on the Supercomputer

图 2 服务器上不同方案串行及并行的加速比

Fig. 2 Serial and Parallel Speedup Ratios of Different
Schemes on the Server

表 3 超算平台上不同方案计算耗时

Tab. 3 Calculation Time of Different Schemes on the
Supercomputer

进程

1
10
20
30
60
90
180

算例 1/s
方案 1
2 035
247
134
92
49
35
21

方案 2
2 014
242
127
86
46
33
20

方案 3
1 964
242
125
86
46
33
20

算例 2/s
方案 1
24 408
2 875
1 457
982
512
347
186

方案 2
52 328
6 278
3 124
2 090
1 058
716
403

方案 3
52 371
6 171
3 123
2 090
1 063
714
412
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计算平台上采用，CPU与内存的性能衡量可参

照文中的两个计算平台。

本文中提出的数组预存调用方式以及逐纬

度分块并行计算模式适用于采用球谐综合法计

算扰动位、重力扰动、垂线偏差、高程异常、大地

水准面高等重力场参量。
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Efficiency Analysis of Spherical Harmonic Synthesis Based on

MPI Parallel Algorithm

CUI Jiawu 1，2 ZHOU Boyang 1 LUO Zhicai 3，4 ZHANG Xingfu 1
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Abstract：The spherical harmonic synthesis formula for calculating the parameters of the earth gravity field
was analyzed. In order to avoid repeated calculation of the recursive coefficients of cos (mλ ), sin (mλ ) and
Legendre functions in the traditional algorithm, this paper proposes the method of pre-storage array reference,
and then combined with MPI (message passing interface) parallel technology to further improve computa⁃
tional efficiency. The experiment adopted the 2 160 degree EGM2008 model to calculate the grid gravity
anomaly at resolutions 1° and 5' on the DELL PowerEdge R730 server and Tianhe-2 supercomputer re⁃
spectively. Experimental results show that the way of array reference reduces the computing workload of
CPU (central processing unit), but at the same time increases the memory access times, suitable for the
computing platform with relatively ordinary CPU performance and high memory frequency. MPI parallel
technology can give full play to the advantage of multi-core computer, greatly improve the computational
efficiency of spherical harmonic synthesis, and obtain the maximum speedup ratio when the number of pro⁃
cesses is equal to the number of logical CPUs.
Key words：spherical harmonic synthesis；gravity field parameters；MPI parallel computing；array reference
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