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摘 要：首先给出典型的原子钟时差观测量模型，包括确定性部分（时差、频差、线性频漂和周期性波动项）、随

机性部分（即原子钟噪声）和观测噪声；分析了各分量对应的Allan偏差的表达式。针对部分文献对 Kalman滤

波器估计原子钟状态原理描述不清晰的问题，描述了原子钟随机微分方程模型和各物理量的含义，从最优估

计和低通滤波器两个角度阐述其原理。针对观测噪声过大、存在周期性波动等原因造成无法准确估计原子钟

噪声强度的情况，提出了综合 Kalman滤波器状态估计结果和 Allan偏差图，估计原子钟噪声和观测噪声强度

的方法；提出了 3种不同的估计线性频漂幅度的方法，并通过实测数据相互验证；针对周期性波动在时差中不

明显的问题，结合原子钟随机微分方程模型，提出了综合 Kalman滤波器状态估计的结果和对数 Allan偏差图

估计周期性波动周期和幅度的方法。对两台国产氢钟的实测数据进行了验证，证明该方法物理原理清晰，操

作简便易行，具有实用性。通过该方法可以外推得到所有平滑时间的Allan偏差估计值。
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守时实验室需要建立和维持一个准确、稳

定、可靠的时间尺度作为时间基准［1-3］，其核心算

法包括时间尺度算法［4］、钟差预测算法［5-6］、驾驭

算法［7-9］等。原子钟是守时系统的核心部件。时

间基准的性能不仅和算法设计有关，还和参与计

算的各台原子钟的性能有关。每种算法需要针

对各参与计算的原子钟的模型和频率稳定度来

设计。因此分析原子钟的模型和稳定度具有重

要意义。

目前的研究中，文献［10-13］只分析了指定平

滑时间的稳定度，或只对时差观测量中的某一具

体分量展开分析，没有具体分析时差观测量中各

分量对 Allan偏差的贡献，并通过估计值外推得

到所有平滑时间的 Allan偏差估计值；文献［12-

14］对Kalman滤波器估计原子钟状态原理描述不

清晰；当观测噪声过大、存在周期性波动时，无法

使用斜率法准确直接估计原子钟噪声强度［15］；当

周期性波动在时差中不明显时，目前估计方法较

为复杂［12，16-17］。

本文针对上述问题展开研究，探索原子钟模

型和频率稳定度分析方法。大量实验表明，典型

氢钟和铯钟的观测模型可以表示为［2，18-20］：①确定

性部分，用二次多项式（时差、频差和线性频漂）

加周期性波动项表示；②随机性部分，即原子钟噪

声，主要为频率白噪声（white frequency modula⁃
tion noise，WFM）和 频 率 随 机 游 走 噪 声（walk
random frequency modulation noise，RWFM）；③观

测 噪 声 ，噪 声 类 型 为 相 位 白 噪 声（white phase
modulation noise，WPM）。本文详细分析了该模

型各分量的Allan偏差表达式。

在此基础上，本文从最优估计和低通滤波

器［7-9］两个角度描述 Kalman滤波器（Kalman filter，
KF）估计原子钟状态的原理；提出了综合 KF状

态估计的结果和 Allan偏差图估计原子钟噪声和

观测噪声强度的方法；提出了 3种不同的估计线

性频漂幅度的方法；结合原子钟随机微分方程模

型，提出了综合Kalman滤波器状态估计的结果和

对数 Allan偏差图估计周期性波动周期和幅度的

方法。

1 原子钟模型及频率稳定度

1.1 原子钟时差和时差量模型

典型的氢钟和铷钟，其确定性分量用二次多

项式来表示；典型的铯钟，其确定性分量用一次

多项式来表示。二次多项式模型［2］表示为：
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x ( t )= x 0 + y0 t+
1
2 dt

2 + εx ( t ) （1）

式中，等式右边前 3项对应确定度分量，其中 x0为
初始时差，y0为初始频差，d为线性频漂；εx（t）对

应时差的随机性部分，即噪声。一次多项式模型

即式（1）中线性频漂 d=0的情况。

某些时候，时差的确定性分量中还包含周期

性波动分量。为简化分析，假设瞬时频差的周期

性波动为标准正弦波或余弦波形式［19］，即：

ys (t) = Acos (2πf0 t+ φ) （2）
式中，A为幅度；f0为周期性波动的频率；φ为初始

相位。

这时，频差周期性波动在时差上表现为：

xs (t) = ∫0
t

y s (s) ds= A ∫0
t

cos (2πf0 s+ φ) ds=
A
2πf0

sin ( )2πf0 s+ φ
|

|
||
t

0
（3）

于是，二次多项式叠加周期性波动项的时差模型

表示为：

x ( t )= x 0 + y0 t+
1
2 dt

2 +

A
2πf0

sin ( )2πf0 s+ φ
|

|
||
t

0
+ εx ( t ) （4）

通过大量观测发现，氢钟、铯钟时差中起主

导作用的噪声是 RWFM［2，18，20-21］和WFM。这两

种噪声在时差上可以分别用维纳过程和积分维

纳过程来建模［2，18，20-21］，即：

εx ( t )= σ1W 1 (t)+ σ2 ∫0
t

W 2 ( )s ds （5）

式中，εx（t）为时差的随机性部分，即原子钟时差

的噪声；W1（t）和W2（t）分别代表两个独立的维纳

过程，并且有W（t）~N（0，t），即每个维纳过程服

从均值为 0、方差为时间 t的正态分布；σ1和 σ2分别

是这两个维纳过程的扩散系数，用于表明噪声的

强度。

把式（5）代入式（4），时差可表示为：

x ( t )=x 0+y0 t+
1
2 dt

2+ A
2πf0

sin (2πf0 s+φ)
|

|
||
t

0
+

σ1W 1 (t)+σ2 ∫0
t

W 2 ( )s ds

（6）
时差的观测量表示为：

z (t) = x ( t )+ σε ( t )= x 0 + y0 t+
1
2 dt

2 + A
2πf0

sin (2πf0 s+ φ)|
|
||
t

0
+

σ1W 1 ( )t + σ2 ∫0
t

W 2 ( )s ds+ σε ( t ) （7）

式中，ε（t）为WPM；σ用于表明观测噪声的强度。

1.2 各分量Allan方差的表达式

时域上通常用 Allan方差来表征频率稳定

度。Allan方差的定义如下［2，19］：

σy 2 (τ) =
1
2 E

é
ë
ê( ȳ (tk+ τ)- ȳ (tk )) 2ùûú （8）

式中，τ为平滑时间；ȳ为平均频差，定义为：

ȳ (tk ) = 1
τ ∫ tk- τ

tk
y ( )t dt=

x ( )tk - x ( )tk- τ
τ

（9）

式中，y为瞬时频差；x即为式（6）中定义的时差。

实际上常用 Allan方差的平方根，即 Allan偏
差来表征稳定度。文献［22］详细推导了扩散系

数与Allan方差的关系，即：

σ 2y ( τ )= σ 21 /τ+
1
3 σ

2
2 τ （10）

式中，σy2（τ）代表平滑时间为 τ时的 Allan方差。

式（10）中等式右边第一项斜率为-1，第二项斜

率为 1，分别对应WFM和 RWFM。这说明在对

数Allan方差图中，WFM的斜率为-1，RWFM的

斜率为 1。在实际应用中，很容易通过对Allan方差

拟合得到扩散系数的值。

文献［20］推导了WPM与Allan方差的关系：

σ 2y ( τ )= 3σ 2/τ 2 （11）
式（11）表明，WPM在对数 Allan方差图中斜

率为-2。
把式（1）和式（9）代入式（8），得到线性频漂 d

与Allan方差的关系：

σ 2y ( τ )=
1
2 d

2τ 2 （12）

式（12）表明，d在对数 Allan方差图中斜率为

2。式（2）所示的周期性波动项和 Allan方差的关

系为［19］：

σ 2y ( τ )= A2 sin
4 ( )πf0τ

( )πf0τ
2 （13）

综上，式（6）所示的时差的Allan方差表示为：

σ 2y ( τ )= σ 21 /τ+
1
3 σ

2
2 τ+

1
2 d

2 τ 2 + A2 sin
4 ( )πf0τ

( )πf0τ
2

（14）
式（7）所示的时差观测量的Allan方差表示为：

σ 2y ( τ )= 3σ 2/τ 2 + σ 21 /τ+
1
3 σ

2
2 τ+

1
2 d

2τ 2 + A2 sin
4 ( )πf0τ

( )πf0τ
2

( 15 )
式中，等式右边第 1项为观测噪声；第 2、3项为原

子钟噪声；第 4项为频漂；第 5项为周期性波动在

Allan方差中的分量。
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由式（15）看出，WPM、WFM、RWFM 和线

性频漂在对数 Allan方差图中的斜率分别为-2、
-1、1和 2，在对数 Allan偏差图中的斜率分别

为-1、-1/2、1/2和 1。假如时差中存在较大幅

度的周期性波动，那么 Allan方差也存在明显的

周期性波动，即 Allan方差在中间某一平滑时间

段内会凸起来。

但是，并不是每台钟的模型中都含有上述所

有分量。例如大部分铯钟几乎没有线性频漂，大

部分型号的地面钟都没有周期性波动。

2 时差模型及频率稳定度分析方法

本节首先从最优估计和低通滤波器两个角

度描述了 KF估计原子钟状态的原理；然后展示

分析WPM、WFM、RWFM强度、线性频漂幅度、

周期性波动的幅度和频率的方法。

2.1 使用Kalman滤波器估计原子钟状态

式（1）所示的原子钟模型用随机微分方程

（stochastic differential equations，SDEs）闭合解的

离散形式表示为［2，18，20-21］：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

x ( )tk+1 =x ( )tk +x2 ( )tk T+ 1
2 dT

2+

σ1 ( )W 1 ( )tk+1 -W 1 ( )tk +

σ2 ∫ tk
tk+1 ( )W 2 ( )s -W 2 ( )tk ds

x2 ( )tk+1 =x2 ( )tk +dT+σ2 ( )W 2 ( )tk+1 -W 2 ( )tk
（16）

式中，x和 x2分别代表了两个状态分量，x和式（1）
完全相同，代表时差，x2代表频差的一部分，即

不含 WFM 的频差；T为时间间隔，T=tk+1-tk；
其 他 符 号 的 含 义 和 §1.1 相 同 。 其 中 ，噪 声 分

量为：

J k=
é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

σ1 ( )W 1 ( )tk+ 1 -W 1 ( )tk + σ2 ∫ tk
tk+ 1 ( )W 2 ( )s -W 2 ( )tk ds

σ2 ( )W 2 ( )tk+ 1 -W 2 ( )tk ( 17 )

使用 KF对上述两个状态分量进行估计，得

到估计值记为 x̂ ( tk )和 x̂2 ( tk )，其步骤用以下 5个
方程表示：

ŝk,k- 1 = ϕŝk- 1,k- 1 （18）
P k,k- 1 = ϕP k- 1,k- 1ϕT + Q （19）

K k= P k,k- 1H T (HP k,k- 1H T + R)-1 （20）
ŝk,k= ŝk,k- 1 + K k (z k- Hŝk,k- 1 ) （21）

P k,k= (I- K kH ) P k,k- 1 （22）
式 中 各 符 号 意 义 见 文 献［12，21］。 其 中 ，H=

［1 0］；ϕ=é
ë
ê

ù
û
ú

1 T
0 1

；过程噪声方差矩阵 Q和观测

噪声方差矩阵 R分别表示为：

Q= E éë
ù
û( )J k- 0 ( )J k- 0
T
=

é

ë

ê

ê
êêê
ê

ù

û

ú

ú
úúú
ú

σ1 2T+
1
3 σ2

2T 3 1
2 σ2

2T 2

1
2 σ2

2T 2 σ2 2T ( 23 )
R= σ 2 （24）

当原子钟时差符合模型（16），Q和 R的值符

合 σ 2、σ1 2 和 σ2 2 时，KF估计得到的 x̂ ( tk )和 x̂2 ( tk )
是最小均方意义下的最优估计。从频域角度，确

定Q和 R的值相当于确定 KF的带宽［8-9］；KF作为

低通滤波器，其作用就是滤除时差观测量中高频

的WPM，x̂ ( tk )中保留了低频的WFM和 RWFM，

x̂2 ( tk )中只保留了最低频的 RWFM［8-9］。

文献［12-14］将 x2理解为频差，但笔者认为，

频差是由时差的差分得到的，其中依然包含了

WFM和 RWFM，而 x2中只包含 RWFM。

由于 x̂ ( tk )中包含WFM和 RWFM，而 x̂2 ( tk )
中只包含RWFM，噪声分量更少，所以，从 x̂2 ( tk )中
可以更有效地估计频漂、周期性分量等。当含有周

期性波动项时，尽管原子钟模型不完全符合式（16），
但从KF作为低通滤波器的角度［8-9］出发，KF依然可

以有效滤除观测噪声，估计出 x̂ ( tk )和 x̂2 ( tk )。
2.2 使用斜率法和 Kalman滤波器分析 WPM、

WFM和RWFM的强度

WPM、WFM和 RWFM在对数 Allan偏差图

中的斜率分别为-1、-1/2、1/2，理论上可以通

过斜率拟合出 σ2、σ12和 σ22的估计值，记为 σ̂ 2、σ̂1 2和

σ̂2 2。但是，实际上很多情况，尤其是远程比对的

情况下，观测噪声很大，造成对数 Allan偏差图中

WFM分量淹没在WPM分量中。此外，周期性

波动幅度很大时，Allan偏差图中间部分会向上凸

起。这些都可能造成无法观察到WFM分量。针

对这种情况，这里提出一种在 σ̂1 2无法准确获知的

情况下，使用KF结合时差观测量 z（t）和时差估计

值 x̂ ( t )的 Allan偏差，获取 σ̂ 2、σ̂1 2 和 σ̂2 2 的方法。

步骤如下：

1）计算式（7）所示 z（t）的 Allan偏差，斜率拟

合 σ̂2 2和 σ̂ 2；
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2）设置一个 σ12的大致估计值，代入式（23）确

定Q的值，使用 KF估计得到Q的估计值，并画出

x̂ ( t )的 Allan偏差图；理论上讲，x̂ ( t )的噪声分量

应该只包含WFM和 RWFM；

3）根据 x̂ ( t )的 Allan偏差图，反复调整 σ12的

估计值，重复步骤 2），观察 x̂ ( t )的 Allan偏差图，

确 保 噪 声 分 量 斜 率 为-1/2 和 1/2，即 只 含 有

WFM和 RWFM，最终获取 σ̂1 2。
2.3 分析线性频漂的幅度

多种方法可以估计线性频漂 d̂。如直接对时

差观测量 z（t）进行最小二乘拟合（方法 1），或对

Allan偏差的斜率进行拟合（方法 2），或对KF估计

得到的 x̂2 ( t )的斜率进行最小二乘拟合（方法 3）。

参照文献［5-6］，可以从理论上分析这些方法

的估计不确定度，本文不展开分析。按照§2.1的
分析，由于 KF得到的 x̂2 ( t )中滤除了WFM，只含

有 RWFM，此外典型氢钟或铯钟WFM强度远大

于 RWFM强度，即 σ12远大于 σ22，所以从直观上理

解，方法 3的估计不确定度最小。

2.4 分析周期性波动分量

1）分析 f0。按照 §2.1方法，尽管式（16）没有

对周期性波动建模，KF依然可以估计得到 x̂ ( t )
和 x̂2 ( t )，由于 x̂2 ( t )中只含有 RWFM，周期性波

动在 z（t）和 x̂ ( t )中不明显，在 x̂2 ( t )中很明显。

可以通过观测较长时间段内 x̂2 ( t )波峰波谷的位

置，得到波动频率的估计值，记为 f ̂0。
2）分析A。由于噪声的存在，观察 x̂2 ( t )无法

准确获取 A的估计值，记为 Â。本文采用如下方

法：在 x̂ ( t )的 Allan偏差图中，反复调整 Â的值，

观察式（13）平方根所示的周期性波动的 Allan偏
差与 x̂ ( t )的Allan偏差的吻合程度，最终得到 Â。

3 实验分析

本文采用两台国产氢钟（分别记为 Hm1和
Hm2）相对于参考时间基准（记为 Ref）的实测钟

差（Hm1-Ref，Hm2-Ref）进行分析，以验证提出的

原子钟模型和频率稳定度分析方法。其中 Ref和
国际协调世界时同步，稳定度远高于单台国产

氢钟。

3.1 使用斜率法和KF分析WPM、WFM和RWFM

的强度和线性频漂的幅度

取某一段长度约 75 d的 Hm1-Ref实测数据，

作为时差观测量 z（t）。按照 §1.2的方法估计 σ̂ 2、
σ̂1 2和 σ̂2 2，得到 σ̂ 2=1×10-22 s2，σ̂1 2=3×10-26 s和

σ̂2 2=1.2×10-33 s-1。其中，σ̂ 2=1×10-22 s2意味着

观测噪声的标准差为 0.01 ns或 10 ps，符合测量

设备的指标。

图 1展示了 KF前后 z（t）和 x̂ ( t )的 Allan偏
差，同时也画出了根据上述估计值，按照式（10）、

（11）的平方根计算得到的WPM、WFM、RWFM
部分的 Allan偏差。综上，本实验表明 §2的方法

可以在观测噪声和周期性波动幅度很大时，有效

估计出 σ̂ 2、σ̂1 2和 σ̂2 2。

3.2 采用多种方法分析和验证线性频漂的幅度

本节分别对§2.3的 3种方法进行验证。

方法 1：对 x̂ ( t )分别用一阶多项式和二阶多

项式进行最小二乘拟合，得到线性频漂的估计值

为 d̂=-3.891×10-20 s/s2。图 2（a）和 2（b）分别

画出了拟合残差。对比图 2（a）和 2（b），可以明显

看出Hm1中存在线性频漂。

方法 2：验证方法 1。将方法 1得到的 d̂值代

入式（12）再平方根，计算得到 Allan偏差的频漂

部分。图 1中画出了Allan偏差的频漂部分，可知

两种方法得到的 d̂值基本吻合。

方法 3：图 3画出了 KF估计得到的 x̂2 ( t )，可
知 x̂2 ( t )中存在明显的线性频漂。对 x̂2 ( t )的斜

率进行最小二乘拟合，得到 d̂=-3.86×10-20 s/s2，
和方法 1的结果基本吻合。

图 1 z(t)和 x̂ ( t )的Allan偏差

Fig. 1 Allan Deviations of z(t) and x̂ ( t )
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综上，§2.3的 3种方法估计结果基本吻合。实

际上，直观上分析，方法 3估计不确定度较小，原因

在于KF估计得到的 x̂2 ( t )中滤除了WFM，只含有

RWFM。假如直接对时差一次差分或者二次差

分，得到的序列中同样含有WFM和 RWFM差分

得到的噪声，由于WFM强度远大于RWFM，将导

致无法直接在这些差分序列中观测到图 3中所示

的周期性波动，周期性波动已经淹没于噪声中。

3.3 分析周期性波动项

采用§2.4的方法，观察图 3波峰波谷的位置，

得 到 f ̂0=1/86 400 Hz，Â 大 约 在 1×10-14~2×
10-14 s/s左右。反复比较式（13）开平方后所示的

周期性波动和 x̂ ( t )的 Allan偏差，最终得到 Â=
1.6×10-14 s/s。图 4画出了周期性波动项和 x̂ ( t )
的 Allan偏差，可见两者比较吻合。本实验表明

了 §2的方法可以有效估计周期性波动的周期和

幅度。

3.4 实例 2分析

采用和 §2相同的方法分析第 2台国产氢钟

Hm2的性能，得到该氢钟的参数估计值分别为：

σ̂ 2=1×10-22 s2，σ̂1 2=3×10-26 s，σ̂2 2=8×10-33 s-1，
d̂=-3.8×10-20 s/s2，f ̂0=1/86 400 Hz 和 Â=
1.0×10-14 s/s。图 5画出了KF前后 z（t）和 x̂ ( t )的

图 2 x̂ ( t )的一阶残差和二阶残差

Fig. 2 First Order and Second Order Residuals of x̂ ( t )

图 3 x̂2 ( t )
Fig. 3 x̂2 ( t )

图 4 周期性波动项和 x̂ ( t )的Allan偏差

Fig. 4 Allan Deviations of the Sinusoidal Component
and x̂ ( t )

图 5 z(t)和 x̂ ( t )的Allan偏差

Fig. 5 Allan Deviations of z(t) and x̂ ( t )
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Allan 偏差，以及通过参数估计值计算得到的

WPM、WFM、RWFM、线性频漂、周期性波动项

的Allan偏差。

把§3.1~§3.4得到的参数估计值代入式（14）和

式（15），得出 τ<1 d的实验结果和国产氢钟的说

明书相符；当 τ>10 000 s时，观测噪声对 Allan偏
差的影响很小。

综上，本节实验结果验证了本文方法可以有

效分析WPM、WFM、RWFM、线性频漂、周期性

波动项各自的 Allan偏差，以及总的 Allan偏差，

并通过这些估计值，拟合出任意平滑时间的Allan
偏差估计值。

4 结 语

本文展示了原子钟模型和频率稳定度分析

方法，详细分析了原子钟时差观测量中的各分

量，包括确定性部分（时差、频差、线性频漂和周

期性波动项）、随机性部分（WFM、RWFM）和观

测噪声（WPM）；分析了 WPM、WFM、RWFM、

线性频漂、周期性波动项在 Allan偏差中的表达

式，描述了 KF用于估计原子钟状态的原理；提出

了当在对数 Allan偏差图中，WFM完全淹没于

WPM时，使用 KF估计WPM、WFM、RWFM强

度的方法；提出了 3种估计线性频漂幅度的方法

和估计周期性波动周期和幅度的方法。通过两

台国产氢钟的实测数据验证了本文方法的实用

性。实际上，可以通过这些估计值拟合出任意平

滑时间的 Allan偏差估计值。本文提出的方法物

理原理清晰，操作简便易行。该研究对于时间尺

度、钟差预测、原子钟驾驭等算法具有重要意义。
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Atomic Clock Models and Frequency Stability Analyses

WU Yiwei 1 YANG Bin 1 XIAO Shenghong 1 WANG Maolei 1

1 Beijing Satellite Navigation Center, Beijing 100094, China

Abstract：This paper describes atomic clock models and frequency stability analyses methods. The time de⁃
viation observation model is comprised of the deterministic part (the time deviation, the frequency devia⁃
tion, the linear frequency drift and the periodical part), the stochastic part which is the clock noise and the
observation noise. This paper gives the Allan deviation expressions of these parts. The principle of utilizing
Kalman filter to estimate the clock status is not illustrated in some paper clearly. Thus, this paper describes
the atomic clock stochastic differential equations and parameters in detail. Then, we propose a method to
estimate the clock noises and observation noise levels by means of the Kalman filter estimation results and
Allan deviation pictures. Three methods of estimating the linear frequency drift level are proposed and vali⁃
dated by measurements. This paper also proposes the method of estimating the period and level of the peri⁃
odical part by means of the atomic clock stochastic differential equations, the Kalman filter estimation results
and Allan deviation pictures. The real measurements of two domestic hydrogen masers are used to validate
these methods. The principles of these methods are distinct. They are practical and easily to be realized.
The methods can be used to obtain the estimated Allan deviation values at any observation interval. This
research is the basis of a series of successive researches such as time scale algorithms, clock prediction algo⁃
rithms, steering algorithms.
Key words：atomic clock；time deviation model；frequency stability；Allan deviation；Kalman filter
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