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摘 要：单像空间后方交会可描述为非线性最小二乘问题，不可导、法方程系数矩阵病态以及陷入局部极值是

造成其数值过程不收敛的主要原因。不同地区的控制点空间分布不具相似性，若把同一地区同一组控制点之

下数张已知外方位元素的像片看作一个样本集，则在给定每个外方位元素初值的前提下，可通过监督学习方

法求取外方位元素的整体下降方向；而对于单像空间后方交会中因前述原因不收敛的情况，则可采用整体下

降方向近似解算。以此为出发点，提出一种单像空间后方交会求解的监督学习方法，主要过程是：①训练阶

段，利用监督学习过程，对同一测区内不同姿态像片所组成的样本集进行整体外方位元素的求解，得到该测区

外方位元素的整体下降方向集合；②测试阶段，对该测区的任意像片，给定外方位元素的初值，直接采用训练

阶段得到的整体下降方向集合进行外方位元素的迭代求解。对比试验表明，该方法在数值过程收敛性与初值

依赖性上均表现出较强的优势，并能克服欧拉角法因法方程系数矩阵病态而无法收敛的情况。
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单像空间后方交会是摄影测量领域的基础

性课题［1-2］，它是指利用一定数量的地面控制点及

像点求解像片外方位元素的过程。摄影测量中

常借助快速、正确地恢复图像获取时的空间方位

来确定地面目标的空间位置［3］。因此，对单像空

间后方交会的解算进行研究具有典型的实际意

义。空间后方交会是一个非线性模型，一般采用

迭代方法进行解算［4］，典型的解法包括欧拉角

法［1-2］、角锥体法［5］及直接线性变换法［6］，其中角锥

体法对于外方位线元素初值依赖较强，直接线性

变换法不适合高精度的测量任务［7］。欧拉角法将

成像姿态用欧拉角描述，对共线方程线性化，并

利用最小二乘法迭代求解［2］。在应用中，欧拉角

法的限制主要表现为：①需要已知良好的外方位

元素初值，当初值与真值差距较大时，收敛速度

慢，甚至不收敛；②对原始非线性模型用线性模

型近似代替，有一定的模型误差，随着观测精度

的提高，因线性近似所产生的模型误差与观测误

差相当，有的甚至超过观测误差［8］；③其迭代过程

中需假定法方程系数矩阵满秩，否则将可能失

效［9］。虽然外方位元素初值可从全球定位系统

（Global Positioning System，GPS）、惯性导航系统

和轨迹数据中获取，但无人机等平台自带 GPS及

姿态量角系统本身的精确性不高，并存在记录滞

后的现象，通常不能直接使用［10］。

为减少初值依赖及线性近似的影响，学者们

提出了许多有参考价值的方法，主要分为直接解

法和迭代解法两类［11］。直接解法无需外方位元

素初值，但解算精度与鲁棒性较低，文献［12］利

用单位四元数分别解算外方位线元素与角元素。

代表性的迭代解法如文献［13-14］以线性解为初

值进行高斯 -牛顿全局优化；文献［15-16］采用对

偶四元数描述坐标系之间的平移和旋转。迭代

解法虽具有较高精度和鲁棒性，但计算复杂度高

且对参数初值依然具有依赖性。文献［17］指出，

在控制点间高差较小时，虽空间后方交会模型为

良态，但其法方程系数矩阵也会存在严重的病态

问题；文献［18］提出当像平面与控制点平面平行

时，法方程系数矩阵的病态性将大大加强。对于

病态方程，通常采用正则化方法求解［19-22］。文献

［23］采用谱修正迭代算法来改善方程的病态性，

用以保持法方程在解算过程中的数值稳定性；文
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献［9］则利用 Levenberg-Marquardt（LM）方法来

避免法方程系数矩阵病态时造成的不收敛问题。

为减少线性化影响及加快收敛速度，考虑用

牛顿法代替欧拉角法中的最速下降法，即对共线

方程二阶泰勒近似，用二次函数模型近似原始非

线性模型。非线性迭代求解的本质是在给定初

值的前提下，计算梯度矩阵或海森矩阵决定下降

方向以达到函数极值点，此时，梯度矩阵和海森

矩阵的病态性强弱将决定法方程计算时是否考

虑系数矩阵病态性的影响。为此，作为一种方法

上的有效补充，本文提出一种求解单像空间后方

交会的监督学习方法，在摄站或摄影基线及其附

近一定范围内模拟生成样本集，并用样本集的整

体下降方向来代替牛顿法中的牛顿方向，从而避

免梯度矩阵和海森矩阵的直接求解，以消除牛顿

法中因梯度矩阵和海森矩阵病态性对法方程求

解的影响。此外，将函数凹凸性隐藏在学习过程

中，同时达到增强初值选取鲁棒性的目的。

1 监督学习方法求解单像空间后方

交会

1.1 非线性过程的二次表达

设 θ̂为待估计参数，V为改正数，Y为观测

值，则原始误差方程为：

V= f (θ̂)- Y （1）

式中，f为非线性函数，非线性最小二乘法就是在

式（1）的条件下，求解以下目标函数［24］：

θ̂= arg minV T PV=

arg min ( ( f (θ̂)- Y ) T P ( f (θ̂)- Y )) （2）

式中，P为权矩阵，当同精度观测时为单位矩阵，

即 P= I。 令 函 数 F (θ) = V TV，则 式（2）可 化

简为：

θ̂= arg minV TV= arg min F ( θ̂ )=

arg min ( ( f (θ̂)- Y ) T ( f (θ̂)- Y )) （3）

牛顿法是解决式（3）中非线性最小二乘的常

用工具，诸多其他方法均以其为基础进行改进。

它假设在最小值的邻域内，函数 F (θ)可近似为一

个二次函数，即对式（3）按二阶泰勒展开：

F (θ) ≈ F (θ̂)+∇T
F (θ̂) (θ- θ̂)+

1
2 (θ- θ̂) THF ( θ̂ ) (θ- θ̂) （4）

式中，∇F ( θ̂ )与 HF ( θ̂ )是函数 F在估计值 θ̂处的

梯度矩阵和海森矩阵。式（4）对 ( θ- θ̂ )求偏导

并令其为 0，若海森矩阵正定，则可得到非线性最

小二乘牛顿法迭代解算更新公式：

θ̂ k+ 1- θ̂ k=-H -1
F (θ̂ k )∇F ( θ̂ k ) （5）

牛顿法只是局部收敛［25］，并且在每次迭代中

要计算函数在当前估计值处的梯度矩阵和海森

矩阵。

结合式（3）、式（5），将式（5）中的 ∇F ( θ̂ k )按链

式法则展开：

θ̂ k+ 1- θ̂ k=-2H -1
F ( θ̂ k ) ∇ f ( θ̂ k ) ( f ( θ̂ k )- Y )（6）

为提高计算精度，借鉴最小二乘法多次迭代

收敛的思想，可得到监督学习方法解决非线性最

小二乘问题第 k次迭代的更新公式：

θ̂ k+ 1- θ̂ k= R k ( f ( θ̂ k )- Y ) （7）
式中，R k=-2H -1

F ( θ̂ k ) ∇ f ( θ̂ k )，称为第 k次迭代的

整体下降方向，其通过最小化 m个样本构成的训

练集中所有样本第 k+1次迭代的预测值和真值

之间的差得到，即：

min∑
i= 1

m

 θ i*- θ̂ ik+ 1
2
=

min∑
i= 1

m

 θ i*-( θ̂ ik+ R k ( f ( θ̂ ik )- Y i
* )

2
（8）

式中，θ i*为第 i个样本的待估计参数真值（训练阶

段已知）；θ̂ ik 为第 i个样本第 k次迭代待估计参数

的估计值；Y i
*= f (θ i* )。

由式（7）、式（8）可知，监督学习方法的解算

过程如图 1所示，具体步骤为：①训练阶段，给定

由多个样本组成的训练集，其中每个样本均已知

待估计参数的真值与初值，监督学习方法从训练

数据中学习一个使得所有样本都由初值下降到

真值的整体下降方向 R k，即最小化式（8）。为提

高预测精度，采用多次迭代，得到 R k，将其代入

式（7）更新后得到的 θ̂ k+ 1 作为新的初值，再利用

新初值学习一个新的整体下降方向 R k+ 1，经 k次

迭代后，得到整体下降方向组成的集合{ }R k 。②测

试阶段，给定待估计参数初值，依次按训练阶段

得到的整体下降方向集合{R k}，迭代式（7）进行待

估计参数的优化。

监督学习方法与牛顿法解决非线性最小二

乘的区别如图 2所示。图 2中，牛顿法每次的迭

代方向由函数在当前参数估计值处的梯度矩阵

和海森矩阵共同决定。监督学习方法是用训练

阶段学习得到的整体下降方向进行优化，即是沿

着初值到真值的理想方向进行，如图 2（b）所示，
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第 0个样本第 k+1次迭代中，初值到真值的理想

方向和优化更新方向分别用虚线箭头和实线箭

头表示。由图 2可知，实线箭头沿着虚线箭头方

向进行优化。

由上述可知，监督学习方法较之牛顿法有以

下优点：

1）无需计算函数的梯度矩阵和海森矩阵，因

此，对函数模型是否可导无要求。

2）式（5）成立的前提是函数模型在当前参数

估计值处的海森矩阵正定，但对于其海森矩阵非

正定的情况，牛顿法无法直接通过式（5）迭代求

解。而由式（7）、式（8）可知，监督学习方法在求

解整体下降方向 R k以及预测新估计值的过程中

只用到了当前估计值的函数值，所以求解过程不

会受到梯度矩阵和海森矩阵病态性的影响。因

此，对于牛顿法中因法方程系数矩阵病态而无法

解决的问题，监督学习方法可用从训练数据中学

习到的整体下降方向进行待估计参数的优化。

3）无初值依赖性，由式（7）可知待估计参数

当前值 θ̂ k与计算值 θ̂ k+ 1由整体下降方向 R k决定。

而式（8）中 R k的计算不依赖于函数的梯度矩阵与

海森矩阵，即与函数的凹凸性质无关。因此，不

会出现牛顿法中因初值选取不当而造成无法收

敛的情况。

1.2 单像空间后方交会监督学习过程

当使用欧拉角描述摄站姿态时，设像片内方

位元素已知，将待求解外方位元素采用列向量形

式表示为 p= (XS YS ZS φ ω κ) T，则共线方程表

示为［26］：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

hx ( )p = x- x 0 = - f
a1 ( )X- XS + b1 ( )Y- YS + c1 ( )Z- ZS

a3 ( )X- XS + b3 ( )Y- YS + c3 ( )Z- ZS

hy ( )p = y- y0 = - f
a2 ( )X- XS + b2 ( )Y- YS + c2 ( )Z- ZS

a3 ( )X- XS + b3 ( )Y- YS + c3 ( )Z- ZS

（9）

式中，(x 0，y0，f )为像片内方位元素；(x，y)为像点

坐标；(X，Y，Z)为地面坐标；(XS，YS，ZS )为摄站

在地面坐标系中的坐标；ai，bi，ci ( i= 1，2，3 )为变

换前后两坐标轴相应夹角的余弦。

令 h=( hx hy )T，l=( x- x 0 y- y0 )T，则 可

得每个点的误差方程：

v= h ( p̂)- l （10）
为提高外方位元素的求解精度，常有多余观

测。若有 n个控制点，则可依据式（10）建立 n组

误差方程 V=( v1 v2…vn )T，因此，单像空间后方

交 会 问 题 可 描 述 为 如 下 最 小 二 乘 过 程 ，令

F ( p̂) = V TV，则：

图 2 牛顿法和监督学习方法对比图

Fig.2 Comparison of Newton’s Method and Supervised
Learning Method

图 1 监督学习方法示意图

Fig.1 Schematic Diagram of Supervised Learning Method
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p̂= arg minF ( p̂) =

arg min ( )( )H ( )p̂ - L
T ( )H ( )p̂ - L （11）

式 中 ，H=( h 1 h 2…h n )T；L=( l1 l2…ln )T。 依 据

1.1节非线性最小二乘的描述可知，若函数在当前

外方位元素估计值 p̂ k处的海森矩阵HF ( p̂ k )正定，

则可得单像空间后方交会的牛顿法迭代更新公式：

p̂ k+ 1- p̂ k=-H -1
F ( p̂ k ) ∇F ( p̂ k ) （12）

式中，∇F ( p̂ k )和 HF ( p̂ k ) =∇(∇F ( p̂ k ) )是函数 F

在当前外方位元素估计值处的梯度矩阵和海森

矩阵。将∇F ( p̂ k )用链式法则展开：

∇F ( p̂ k ) = 2∇V ( p̂ k )V=
2∇H ( p̂ k ) ( H ( p̂)- L ) （13）

式中，

∇H ( p̂ k ) = (∇ h1 ( p̂ k ) ∇ h2 ( p̂ k )…∇ hn ( p̂ k )) =
(∇ h1x ( p̂ k ) ∇ h1y ( p̂ k )…∇ hnx ( p̂ k ) ∇ hny ( p̂ k )) （14）

其中,

∇ h1x ( p̂ k ) = ( ∂h1x ( )p̂
∂XS

∂h1x ( )p̂
∂YS

∂h1x ( )p̂
∂ZS

∂h1x ( )p̂
∂φ

∂h1x ( )p̂
∂ω

∂h1x ( )p̂
∂κ )

T

（15）

将 式（13）∇F ( p̂ k ) 的 值 代 入 式（12），并 令

R k=-2H -1
F ( p̂ k ) ∇H ( p̂ k )，可得监督学习方法第 k

次迭代下单像空间后方交会解算的更新公式：

p̂ k+ 1- p̂ k= R k ( H ( p̂ k )- L ) （16）
由 1.1 节监督学习方法解算过程可知，式

（16）中的 R k 可通过最小化 m个样本所构成的训

练集中，所有样本第 k+1次迭代的预测值与真值

之间的差得到，即：

min ∑
i= 1

m

 p i* - p̂ ik+ 1
2
=

min ∑
i= 1

m

 p i* -( p̂ ik+ R k ( H ( )p̂ ik - L i
* ) )

2
（17）

式中，p i*表示第 i个样本，即第 i个外方位元素的

真值；p̂ ik为第 i个样本第 k次迭代外方位元素的估

计值；L i
* = H ( p i* )表示控制点在外方位元素真值

p i*下的像点坐标。

由式（16）、式（17）可知，采用监督学习方法

求解单像空间后方交会的两个条件为：

1）训练阶段需要同一测区内多组已知外方

位元素的像片组成训练集对外方位元素的整体

下降方向进行学习；

2）因不同测区地面控制点分布一般不具有

相似性，为此，训练阶段与测试阶段为同一地区

同一组控制点。

在给定一测区内一组地面控制点及像片内

方位元素的前提下，考虑采用由该测区多组模拟

的外方位元素作为样本组成训练集进行外方位

元素整体下降方向的学习。其具体计算过程

如下：

1）样本数据准备阶段

①原始数据，包括像片内方位元素、地面控

制点在地面坐标系中的坐标M ∈ R 3 × n，n表示地

面控制点个数。

② 随 机 产 生 m 个 外 方 位 元 素 P * =
( p1* p2*…pm* )， P * ∈ R 6 × m。 其 中 pm* ∈ R 6 为

(XS YS ZS φ ω κ) T，表示第 m个外方位元素，并通

过共线方程分别计算M在 m个外方位元素下的

像 点 坐 标 U * = (L 1* L 2*…Lm
* )，U * ∈ R 2n × m，其 中

Lm
* = H ( pm* ) ∈ R 2n为 (x 1 y1…xn yn ) T，表示外方位

元素 pm* 下的像点坐标。

2）训练阶段

①初始化外方位元素 P k= ( p1k p2k…pmk )=0，
此时迭代次数 k=0，P k ∈ R 6 × m，其中 pmk ∈ R 6 为

(XS YS ZS φ ω κ) T，表示第 m个外方位元素第 k次

迭代的计算值。

②通过式（9）计算地面控制点在当前外方位

元 素 P k 下 的 像 点 坐 标 U k= (L 1k L 2k…Lm
k )，

U k ∈ R 2n × m， 其 中 Lm
k = H ( pmk ) ∈ R 2n 为

(x 1 y1…xn yn ) T，表示外方位元素 pmk 下的像点坐

标，计算U * - U k及 P * - P k的值。通过解线性方

程组 P * - P k= R k (U * - U k )得到整体下降方向

R k，其中 R k ∈ R 6 × 2n。

③用学习得到的 R k，代入式（16）计算 P k+ 1，

k=k+1返回步骤②，直到满足指定的迭代次数

或达到收敛条件为止。

④输出整体下降方向集合{R k}。
3）测试阶段

①待估计外方位元素像片的像点观测值

L * = (x 1 y1…xn yn ) T。
②初始化外方位元素 p k= 0 ∈ R 6，此时迭代

次数 k=0。
③由式（9）计算地面控制点在当前外方位元

素 p k 下 的 像 点 L k= (xk1 y k1…xkn y kn ) T 及 L k- L*。
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代入式（16），用{R k}中 R k 计算 p k+ 1，并将 p k+ 1 作

为外方位元素新的估计值。

④迭代次数 k=k+1，返回步骤③，直至{R k}
遍历完为止。

⑤输出外方位元素估计值。

2 监督学习方法单像空间后方交会

有效性试验

为验证本文监督学习方法解决单像空间后

方交会的有效性，分别进行病态性试验与初值依

赖性试验。

2.1 病态性试验

假设存在理想情况，如图 3所示。已知摄像

机焦距 f为 35 mm，像平面坐标系的 o′-xy平面与

世界坐标系 O-XYZ的 O-XY平面平行。航高为

500 m，摄影中心 S在世界坐标系的坐标为（0，0，
150），单位为 m，像片外方位角元素的真实值为

（0，0，0），单位为 rad。假设地面控制点的坐标分

别为 A（-50，50，0），B（-50，-50，0），C（50，
-50，0），D（50，50，0），单位为 m，则根据三角形

相似性，可得对应像点坐标 a（-3.5，3.5），b（-3.5，
-3.5），c（3.5，-3.5），d（3.5，3.5），单位为 mm。

根据地面控制点及其对应像点坐标，采用欧拉角

法计算像片的外方位元素。由于像平面与控制

点平面平行，导致欧拉角法中的法方程系数矩阵

病态，因此，无法直接通过法方程解算此时的外

方位元素［17］。

以线元素均值为 0、方差为 0.1，以角元素均

值为 0、方差为 0.05的高斯噪声，在外方位元素真

实值（0，0，150，0，0，0）的基础上扰动产生多个外

方位元素样本组成监督学习方法的训练集，训练

整体下降方向并求解以上问题中的外方位元素，

计算结果如表 1所示。

由表 1可知，当欧拉角法中因法方程系数矩

阵病态而无法求解时，监督学习方法仍能准确解

算，且能保持较高的计算精度。因为其通过训练

集来学习获得整体下降方向，不受到梯度矩阵或

海森矩阵病态的限制。

2.2 初值依赖性试验

给定地面控制点坐标，如表 2所示。

试验方案如图 4所示。已知像片参数为：镜

头焦距 f为 24 mm，相对航高 H 为 114 m，x 0 =
y0 = 0，以表 2中第 5个控制点（即图 4中 A）为被

摄地面的中心点，坐标为 A（XA，YA，0）。基于计

算方便及像片上控制点全部可见两点考虑，设摄

影基线的方程为：Y= YA，Z= H。

为保证定位精度最佳，选取 φ ∈ [-45°，45°]。
则图 4中 B、C、D的外方位元素分别为 B（XA YA

H 0 0 0），C（XA - H YA H φmax 0 0），D

（XA+ H YA H φmin 0 0）。以 B为基准，沿摄影

基线以 ∆x= ±13 m为步长、C、D为终点产生如

图 4所示的系列基准摄站，每个摄像机光轴对准

地面中心点 A。即 B左边第 i个摄站外方位元素

图 3 理想垂直摄影示意图

Fig.3 Schematic Diagram of Ideal Vertical Photography

表 1 理想垂直摄影外方位元素计算结果

Tab.1 Result of Calculation of Ideal Vertical Photography

元素

线元素

/m

角元素

/rad

项目

XS

YS

ZS
φ

ω

κ

真值

0.000 000

0.000 000

150.000 000

0.000 000

0.000 000

0.000 000

欧拉角法

不收敛

不收敛

监督学习方法

0.001 565

-0.002 479

150.003 025

0.000 009

-0.000 002

0.000 012

表 2 地面控制点坐标

Tab.2 Coordinates of GCPs

点号

1
2
3
4
5(A)
6
7
8
9

X/m
10
160
320
10
160
320
40
160
320

Y/m
10
40
40
160
160
160
320
320
320

Z/m
11
24
34
11
0
28
14
29
27
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为（XA- i × ∆x YA H、arctan i × ∆x
H

0 0），右

边第 i个摄站外方位元素为（XA+ i × ∆x YA H

-arctan i × ∆x
H

0 0）。再以每个基准摄站为基

准，线元素增量范围为
é
ë
ê- ∆x

2 ，
∆x
2
ù
û
ú，角元素增量

范围为［-5°，5°］，随机产生新的外方位元素。试

验所有基准摄站共产生了 1 000个外方位元素作

为训练集进行训练。

测试阶段，为使训练得到的整体下降方向集

合能准确解算测试阶段的外方位元素，假设测试

阶段的外方位线元素与角元素的最大范围不超

过训练阶段的训练样本。具体为：以∆x= ±8 m
产生系列基准摄站，在每个基准摄站的基础上，

以线元素增量范围为
é
ë
ê- ∆x

2 ，
∆x
2
ù
û
ú，角元素增量

范围为［-3°，3°］，随机产生新的外方位元素作为

测试样本。试验共产生 301个外方位元素。

计算地面控制点在每个测试样本下的像点

坐标，采用训练阶段得到的整体下降方向计算得

到外方位元素的计算值，并与其随机产生的真实

值对比，验证本文方法的正确性。考虑到计算效

率，采用 Eigen进行编程实现，训练过程花费时

间为 2 521 ms，平均计算每个测试样本的时间花

费约为 5 ms。为方便比较本文方法的准确性，

将计算结果投影至二范数空间进行比较。为验

证本文方法的初值依赖性，将训练阶段与测试阶

段 外 方 位 元 素 的 初 值 设 为 0，即 X 0
S = Y 0

S =
Z 0
S = 0，φ0 = ω0 = κ 0 = 0。剔除计算错误的点

后，所训练的整体下降方向准确解算测试样本数

达 283个，占全部测试样本的 94%，计算结果如

图 5所示。

由图 5可知，计算值曲线与真值曲线基本重

合 。 经 统 计 ，测 试 集 中 摄 站 位 置 最 大 差 值 为

0.016 m，摄影姿态最大差值为 0.001°，满足测量

精度要求［15］，表明该方法的正确性，可用于求解

单像空间后方交会。

为验证本文方法的初值依赖性，分别采用

本文方法、欧拉角法和谱修正方法解算上述的

283个测试样本，并将计算结果投影至二范数空

间进行对比。由于试验采用交向摄影，部分倾

角较大，无法直接采用欧拉角法进行计算，因

此，采用直接线性变换方法提供初值，3种方法

的计算结果误差曲线如图 6所示，迭代次数如

图 7所示。

图 7 3种方法迭代次数对比图

Fig.7 Comparison of Iterations of Three Methods

图 4 多重交向摄影试验示意图

Fig.4 Schematic Diagram of Multi-intersection
Photography

图 6 3种方法计算结果对比曲线图

Fig.6 Comparison of the Results of Three Methods

图 5 计算值与真值对比曲线图

Fig.5 Comparison Curve Between Calculated Value and
True Value
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由图 6、图 7可知，在计算精度上，欧拉角法、

监督学习方法与谱修正方法对于外方位元素的

求解精度相当。但欧拉角法依赖于迭代初值，会

因迭代初值的选取不当而无法收敛。因此，在不

提供初值的前提下，较难解算大姿态下像片的外

方位元素。在迭代次数上，监督学习方法总体优

于其他两种算法，具有较快的收敛速度。虽然监

督学习方法的迭代更新公式是在牛顿法的基础

上推导的，但较之牛顿法却无较强的初值依赖且

能保持较快的收敛速度。其原因在于，监督学习

方法是通过大量的样本，在已知外方位元素初值

和真值的前提下，通过每次迭代中最小化所有样

本当前外方位元素初值到真值之差，最终得到整

体下降方向集合{R k}，并以此解算测试阶段待求

像片的外方位元素。因此，只需测试样本与训练

样本近似，且外方位元素的初值相同，则利用训

练阶段得到的整体下降方向集合就可以准确解

算待求的外方位元素。

从测试数据解算结果可知，监督学习方法具

有解算精度较高、收敛速度较快及初值依赖性弱

3个特点，但在测试阶段要求待求像片的所有像

点均可见，且要求在同一航线上对测区进行不同

倾角的重复观测，需采用多重交向摄影的方式进

行试验。

3 结 语

本文提出了一种求解单像空间后方交会的

监督学习方法，并在牛顿法的基础上推导了迭代

更新公式。对比试验验证了监督学习方法克服

了法方程系数矩阵病态、快速收敛及初值依赖性

弱的缺点，与此同时，能够保持较高的解算精度

与效率。由于监督学习方法是对摄影基线上系

列基准摄站扰动产生训练样本以获得整体下降

方向，因此，目前只能将其应用于摄影基线附近

一定范围内的像片外方位元素的解算。文中试

验采用的摄影基线比较简单，较为复杂的摄影基

线下外方位元素的解算有待进一步研究。此外，

采用交向摄影构成的测量网与常规航空摄影测

量不同，并且线阵CCD（charge coupled devices）比

面阵 CCD的姿态运动方程复杂，能否将本文方法

分别应用于光束法平差和线阵 CCD像片的外方

位元素求解是今后的研究方向。
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A Supervised Learning Method for Solving Space Resection of Single Image

LI Jiatian 1，2 JIA Chenglin 1，2 NIU Yiru 1，2 A Xiaohui 1，2 GAO Peng 1，2 YAN Ling 1，2

1 Faculty of Land Resource Engineering, Kunming University of Science and Technology, Kunming 650093, China
2 Surveying and Mapping Geo-Informatics Technology Research Center on Plateau Mountains of Yunnan Higher Education,

Kunming University of Science and Technology, Kunming 650093, China

Abstract：The space resection of single image can be described as a problem of non-linear least squares,
and the non-derivative, ill-conditioned coefficient matrix of normal equation and local extremum are main
reasons for non-convergence in its numerical procedure. The spatial distribution of control points in different
regions is not similar. If we put down the multiple images and have known their exterior orientation ele⁃
ments regarding the same control points under the same region, as a sample set, the overall descent direc⁃
tion can be obtained by supervised learning under the circumstance that every initial values of exterior orien⁃
tation elements have been given. What’s more, in the case of non-convergence in original space resection
of single image because of the reasons mentioned before, it can be approximately solved by using the over⁃
all descent direction. From this angle, a supervised learning method for solving space resection of single im ⁃
age is proposed. The process mainly includes: ①Training stage, in which supervised learning process is uti⁃
lized and the descend direction set of exterior orientation elements is obtained by solving the overall exterior
orientation elements of images set with different attitude in the same survey area. ②Testing stage, in which
for any image in study area, the exterior orientation elements can be calculated iteratively if the initial value
and the descend direction set were given from the process of supervised training. Experimental results show
that the method in this paper is more efficient in numerical procedure convergence and dependence of the ini⁃
tial value than the current there realized. Besides, it can overcome the non-convergence of Euler angles
caused by the ill-conditioned coefficient matrix of normal equation, which is essentially the gradient matrix.
Key words：space resection for single image；non-linear least squares；numerical solving；supervised learning
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