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一种基于最小广义方差估计的TLS点云
抗差法向量求解方法

冯　林１　李斌兵１

１　武警工程大学信息工程系,陕西 西安,７１００８６

摘　要:针对地面激光扫描点云中的粗差与不均匀采样对法向量计算的影响,基于最小广义方差估计与局部

平面拟合原理提出了一种抗差法向量求解方法.首先通过快速近似最近邻居搜索算法得到最近k 邻居点

集,然后由确定型最小广义方差估计方法和多元马氏距离得到邻居点集协方差矩阵的抗差估计,最后根据主

成分分析法(principalcomponentanalysis,PCA)计算得到抗差法向量.通过构造的模拟地面激光扫描(terＧ
restriallaserscanning,TLS)点云数据将提出的方法分别与基于PCA、鲁棒PCA和随机抽样一致的法向量求

解方法进行实验比较.结果表明,所提方法的抗差性能优异,且并行优化改进后可以满足大规模 TLS点云的

计算需求.将该方法应用于实际野外地形 TLS点云数据,由求解的抗差法向量重建的泊松表面更符合实际

地形,表明了该方法在实际应用中的有效性.
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　　地面激光扫描技术可以获得高精度、高密度

的三维 TLS点云,进而构建出精细的三维模型.
相对于机载激光扫描技术,TLS具有显著的精度

优势和时效优势,因此在精密地形测绘与建筑景

观建模中逐渐得到广泛的应用.基于 TLS点云

的三维模型构建往往需要各点的法向量信息以辅

助点云的分割、滤波与三维表面重建等运算[１Ｇ２].
现有的点云处理软件(如 CloudCompare、PCL、

TerraSolid等)主要采用基于局部平面拟合的方

法计算大规模点云的法向量.该方法由 Hoppe
等提出[３],假设待建模表面处处光滑,则可通过主

成分分析法(principalcomponentanalysis,PCA)
计算邻居点集的最小二乘平面作为局部拟合平

面,该平面的法向量即为该点处的点云法向量,所
以也称基于PCA的点云法向量计算方法.

由于 TLS点云中缺乏点与点之间的拓扑信

息且采样点分布不均,因此对其法向量的准确估

计具有一定的复杂性;并且在实际的 TLS点云

中,受地面覆盖物、多站匹配误差、采样密度差异

等因素的影响,不可避免地存在着影响地形建模

的粗差.基于PCA 的点云法向量求解方法只能

消除一般的随机误差,所以在实际应用中需要克

服粗差对法向量计算的影响[４].在基于 PCA 的

法向量研究方法基础上,有学者又提出了基于加

权最小二乘、高阶多项式拟合以及移动最小二乘

的法向量求解方法[５Ｇ８].文献[９]指出,由于少量

的粗差点就可以对法向量的计算造成极大的干

扰,所以拟合函数的改进对提高法向量计算结果

的可靠性较为有限.对此,最理想的方法是通过

点云滤波与分类算法将与地形重建无关的粗差剔

除;但由于实际自然地形的复杂性以及 TLS数据

本身的局限,目前还没有广泛适用的方法能够完

全有效地剔除影响地形建模的粗差.
为了克服粗差的影响,文献[１０]将计算机视

觉中的多结构检测思想引入到点云的处理中,采
用随 机 抽 样 一 致 (random sampleconsensus,

RANSAC)方法进行点云的平面检测、拟合与法

向量的计算.该方法在含有噪声的点云中实现了

大片连续平面的高效检测,但对点云中局部微小

平面拟合的效率不高,且参数难以自适应设定.



武 汉 大 学 学 报 􀅰 信 息 科 学 版 ２０１８年１１月

文献[１１]采用统计学中的集成方法,通过在多个

邻域尺度下进行点云法向量的估计,剔除差异较

大的值后再由剩余值计算平均法向量,以避免粗

差的影响,但其计算量也随着邻域尺度的增大而

成倍增加.文献[１２]结合抗差噪声强度估计与核

密度估计方法,提出了一种能够克服噪声与尖锐

特征影响的抗差法向量计算方法,但主要针对的

还是采样密度均匀的点云数据.现有的抗差法向

量求解方法针对的多是人造模型与建筑物点云中

的法向量计算,所依赖的先验条件与假设较多,不
适用于场景复杂、密度变化较大、含有大量粗差的

TLS点云.因此,有必要研究可靠高效的 TLS
点云抗差法向量求解方法.

本文通过对局部平面拟合的法向量计算方法

的分析,基于邻居点集的协方差矩阵,提出了一种

TLS点云的抗差法向量求解方法.该方法采用

确定 型 最 小 广 义 方 差 估 计 方 法 (deterministic
minimumcovariancedeterminant,DetMCD)[１３]

与多元马氏距离对影响协方差计算的粗差进行识

别与剔除,最终得到法向量的抗差估计.

１　基于局部平面拟合的法向量计算
方法与最小广义方差估计

　　对于点云P＝{pi∈R３,i＝１,２􀆺n}中的某

点pi＝ xiyizi[ ] T,可以采用局部平面拟合的方

法得到其法向量[３].首先,寻找点pi的邻居点集

NB pi( ) .根据各点间的欧氏距离,采用最近k
邻居(kＧnearestneighbors,kNN)点集作为其定

义[１４],即NB pi( ) ＝kNNpi,k( ) .根据各邻居点

pj∈NB pi( ) ,计算该邻居点集的协方差矩阵Σi

＝(１/k)∑ pj－μi( ) pj－μi( ) T,其中μi＝(１/k)

∑pj为该点集的中心向量.对协方差矩阵Σi 进

行特征值分解,可以得到Σivj＝λjvj j＝１,２,３( ) ,
其中,λj 是协方差矩阵的特征值,vj为相应的特

征向量.假设λ１＜λ２＜λ３,则v１即为邻居点集拟

合平面的法向量,也就是点pi处的法向量.受到

采样点密度分布、采样表面曲率、采样噪声等的影

响,v１与真实表面的法向量并不完全一致.
基于局部平面拟合的法向量计算的关键是对

邻居点集协方差矩阵Σi的求解.文献[１５]研究

了随机噪声对Σi的影响,给出了法向量计算误差

的估计.但在真实的 TLS点云中,除了一般的设

备测量误差等随机误差外,还存在着对协方差矩

阵的计算有较大影响的粗差.对此,可以采用最

小 广 义 方 差 估 计 (minimum covariance

determinant,MCD)对其进行抗差估计[１６].对于

一个大小为k 的样本,MCD 方法通过在所有的

Ch
k 种大小为h 的子样本组合中,选取协方差矩阵

的行列式(广义方差)最小的一个子样本组合,以
确保其中不含粗差.但是基于直接枚举的 MCD
方法计算复杂度很大,直到 FastＧMCD的出现该

方法才得以实际应用,它通过随机抽取初始样本,
用优化迭代获得总体样本的 MCD 估计.文献

[１７]采用基于 FastＧMCD的抗差 PCA 方法实现

了点云法向量的抗差估计,然而 FastＧMCD采用

的随机化算法时间效率依然较低,因此难以满足

大规模 TLS点云数据的计算.

２　基于 DetMCD的TLS点云抗差

法向量求解方法

２．１　基于DetMCD的TLS点云抗差法向量计算

原理

　　根据基于局部平面拟合的法向量求解方法与

DetMCD方法,通过计算邻居点集协方差矩阵的

抗差估计,得到 TLS点云的抗差法向量.

１)采用 DetMCD 方法计算最近k 邻居点集

合NB pi,k( ) 的中心向量和协方差矩阵的估计

μ̂ir,̂Σir( ) .作为 FastＧMCD 方法的改进,DetMＧ
CD采用了与其相同的优化迭代方法,但通过用

确定型算法代替随机算法进行迭代初值的选取,
提高了算法的收敛速度与稳定性.DetMCD方法

的主要参数是优化迭代中保留的抗差样本比例

H＝h/N∈[０,１],它需要对总体样本 N 中的正

常样本数量h 进行估计,但对于实际的点云数据,
该参数难以预先确定.因此本文首先设定 DetＧ
MCD的参数 H＝０．５,从而得到中心向量和协方

差矩阵的保守估计,再结合多元马氏距离进行粗

差剔除,确保算法对不同 TLS点云的适应性.

２)据多元统计学,假设各邻居点符合多元正

态分布,则邻居点马氏距离的平方服从自由度为

p 的卡方(ChiＧsquare)分布[１８].但传统的马氏距

离直接根据邻居点集的原始中心向量与协方差矩

阵进行计算,本身也受到粗差的干扰;而根据

DetMCD得到的中心向量与协方差矩阵的保守估

计 μ̂ir,̂Σir( ) 可以排除大部分粗差的影响,由其与

各邻居点pj∈NB pi,k( ) 的坐标可以计算得到各

点的 抗 差 马 氏 距 离 (robust MahalanobisdisＧ
tance,RMD):

８４６１
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RMDpj( ) ＝MDpj,̂μir,̂Σir( ) ＝

pj －μ̂ir( ) TΣ̂－１
ir pj －μ̂ir( ) (１)

　　根据RMD２(pj)~χ２ p( ) 取显著性水平为α,
可得到置信度为 １－α 的粗差判别限差:L＝

χ２
３,１－α . 由 各 邻 居 点 的 抗 差 马 氏 距 离

RMDpj( ) ,从统计意义出发,剔除影响协方差计

算的粗差.

　　图１为本文方法计算得到的一组邻居点的抗

差马氏距离与原始马氏距离的比较.图１中各点

的横坐标为各邻居点的原始马氏距离,纵坐标为

结合DetMCD得到的抗差马氏距离.两条红色

直线为粗差判别限差:L＝ χ２
３,０．９７５ ≈３．０５７５(置

信度为０．９７５).由图１可知,原始马氏距离受粗

差点的影响,只能识别出小部分粗差(红色虚线右

侧的点);而本文方法能够克服粗差影响,有效识

别出大部分粗差(红色实线上方的点).

图１　邻居点的马氏距离与抗差马氏距离对粗差的识别

Fig．１　GrossErrorIdentificationBasedonOriginal
MahalanobisDistanceandRobustMahalanobis

DistanceofEachNeighborPoint

剔除粗差后,将保留下的邻居点构成集合:

NR
B(pi)＝{pj ∈NB(pi,k)|RMD(pj)≤L,

L＝ χ２
３,１－α } (２)

其协方差矩阵̂Σrs就是邻居点集NB pi,k( ) 的抗

差协方差估计.根据 PCA 方法,可由̂Σrs得到点

pi的抗差法向量Vnormal pi( ) .

３)对各点的法向量方向进行全局统一.根据

TLS点云的特点,采用基于视点的法向量方向调

整方法统一点云法向量方向.设 TLS点云P 的

采样视点为vp＝ xpypzp[ ] T,则可对各点抗差法

向量ni∈Vnormal P( ) 的方向进行统一,即:

ni＝
ni,vp －pi( ) T􀅰ni ＞０

－ni,vp －pi( ) T􀅰ni ≤０{ (３)

　　调整后各点的法向量方向相对于视点保持一

致,从而实现了法向量方向的全局统一.对于从

多个测站得到的点云数据,需要根据其各自的视

点分别调整统一法向量方向.若没有对应的视点

坐标,则需要采用法向量方向传播等相关算法对

全局法向量方向进行统一[１９].

２．２　基于DetMCD的TLS点云抗差法向量求解

流程

　　１)读取 TLS点云P:P＝ p１p２􀆺pn[ ] ,pi＝
xiyizi[ ] T.

２)遍历点pi ∈P,搜索其最近k 邻居点集

NB(pi,k),主要参数为邻居点集大小k.本文采

用快速近似最近邻居搜索算法(fastlibraryfor
approximatenearestneighbors,FLANN)进行最

近k邻居点集的计算[１４].它通过随机k 维森林

算法与k均值优先搜索树算法对点云数据建立结

构化索引,实现最近k邻居点集的快速查找.

３)对邻居点集 NB (pi,k),采用 DetMCD方

法计算其中心向量与协方差矩阵的保守估计

μ̂ir,̂Σir( ) .DetMCD优化迭代过程中保留的抗

差子集比例 H＝０．５.

４)根据各邻居点的坐标pj∈NB (pi,k)与

DetMCD计算得到的 μ̂ir,̂Σir( ) ,由式(１)计算各

邻居点的抗差马氏距离RMDpj( ) .

５)参照式(２)设定粗差判别限差L,识别并剔

除粗差点.输入 为 各 邻 居 点 的 抗 差 马 氏 距 离

RMD NB(pi,k)( ) ,输出为剔除粗差点后的邻居

点集NR
B pi( ) ,参数为粗差判定的显著性水平α.

６)根据剔除粗差点后的邻居点集NR
B pi( ) 计

算得到抗差协方差矩阵̂Σrs;根据 PCA 方法得到

点pi处的抗差法向量Vnormal pi( ) .

７)点云法向量的全局统一.对于计算得到的

法向量Vnormal pi( ) ,根据地面激光扫描仪的视点

vp和各点空间位置pi,使用式(３)统一各点的法向

量方向.
该方法的参数主要有邻居点集的大小k 与

粗差判别的显著性水平α.邻居点集的大小需根

据实际 TLS点云数据的特点和应用需求确定,显
著性水平α一般可取０．０２５.

３　实验与分析

将本文方法分别与基于PCA、鲁棒PCA(roＧ
bustPCA,ROBPCA)[２０]和 RANSAC 的法向量

计算方法进行比较.通过构建模拟 TLS点云分

析各方法的抗差性与时间效率,并通过对真实
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TLS点云数据进行泊松表面重建,以评估该方法

的实际应用效果.
各算法均使用 Matlab语言实现,在 XeonE５

工作站上进行实验.ROBPCA 算法与 RANSAC
算法详细实现过程分别参见文献[２０]和[２１].算

法的精度由计算得到的各点法向量与真实法向量

之间的夹角来度量.设点pi的真实法向量为n０,
计算得到的法向量为ni,则点pi的法向量角度计

算误差为:

θi＝arccos
‹n０,ni›

‖n０‖􀅰‖ni‖
(４)

　　由于实际 TLS点云中各点的真实法向量难

以获得,因此实验中真实法向量由构建的模拟点

云数据预先确定.

３．１　模拟TLS点云实验１:抗差性能分析

为了检验本文方法的抗差性,构建包含粗差

的平面 TLS点云模拟模型进行实验.首先,根据

TLS点云的采样密度和测量精度,构建一块２m
×２m 的正方形平面点云P＝{pi|pi＝[pxipyi

pzi]T,i＝１,２􀆺NP}.其具体定义为:

pxi＝rand(０,１)􀅰S

pyi＝rand(０,１)􀅰S

pzi＝rand(０,１)􀅰C

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(５)

其中,NP＝round(N􀅰(１－G))为模拟 TLS点

云中平面点的规模,round(􀅰)为取整函数;N 为

TLS点云总体规模(设为１２０００);G 为粗差点比

例,等于粗差点与点云总体规模的比值,取值范围

为[０,１];S 为模拟平面 TLS点云边长(设为２
m);rand(０,１)是随机数,取值范围为[０,１];C 为

测量精度(设为０．０１m).由于各模拟平面 TLS
点位于理想平面上,所以真实法向量均为n０＝
００１[ ] T.

然后,在模拟平面 TLS点云中添加随机分布

的模拟粗差点P′＝{p′i|p′i＝[p′xip′yip′zi]T,i＝
１,２􀆺NG)}.其定义为:

p′xi＝rand(０,１)􀅰S

p′yi＝rand(０,１)􀅰S

p′zi＝rand(０,１)􀅰 H －C( ) ＋C

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(６)

其中,NG＝N－NP 为粗差点规模;H 为粗差分

布高度(设为０．２m).最终由模拟平面点云P 和

模拟粗差点P′得到模拟 TLS点云模型PT (N,

G,S,C,H)＝P＋P′.根据该模型参数构建的模

拟TLS点云PT(１２０００,G,２,０．０１,０．２)的密度和

精度与一般 TLS点云相符.但由于构建的模拟

TLS点云内部的采样密度基本一致,为了更好地

分析各方法在密度差异与粗差干扰下的法向量计

算效果,本文随机选取模拟 TLS点云模型边缘的

点进行法向量的计算与比较.图２为模拟 TLS
点云(粗差比例为３０％)边缘选取的一组邻居点

(k＝７０).由图２可见,受粗差和采样密度差异

的影响,各方法计算得到的法向量相对真实法向

量都有误差,但本文方法的法向量计算误差相对

较小.

图２　不同方法计算出的模拟 TLS点云中一组邻居

点的法向量(粗差点比例为３０％)

Fig．２　NormalsofaNeighborPointSetinSimulatedTLS
PointCloudbyDifferentMethods

(with３０％ GrossError)

　　 进一步以法向量角度θ 的计算误差均值

mean(θ)为指标,对比各方法对不同粗差比例的

点云数据法向量计算误差.首先由模拟 TLS点

云模型 PT 的定 义 分 别 构 建 粗 差 点 比 例G ＝
{０％,１０％􀆺７０％}共８组不同模拟 TLS 点云

{PT０,PT１􀆺PT７}＝PT (１２０００,G,２,０．０１,０．２).
然后在生成的８组点云的边缘随机抽取各１０００
个点构 成 测 试 点 集 {S０,S１ 􀆺S７}.分 别 采 用

PCA方法、ROBPCA 方法、RANSAC方法(参数

σ分别设为０．０１、０．０２)、原始 DetMCD方法(H＝
０．５)以及本文提出的方法计算{S０,S１􀆺S７}中各

点的法向量,各方法的邻居点集计算尺度k 设为

７０.实验得到各方法在不同粗差比例下的法向量

角度计算误差均值,如图３所示.
由图３可见:①PCA 方法在粗差比例大于

１０％的情况下,法向量角度误差均值已大于２°,
而在粗差比例达到５０％时,角度误差均值可达

１６°;②本文方法在粗差比例小于６０％情况下的

角度误差均值仍小于１°,在粗差比例大于６５％
后,角度误差均值才略有增加;③原始 DetMCD
方法由于保留的抗差子集大小固定,在粗差比例

较低时误差相对偏大,不能适用于不同粗差情况
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图３　不同粗差比例对不同方法角度计算误差均值

的影响

Fig．３　ImpactofDifferentGrossErrorRatesonMean
ofNormalAngleErrorsCalculatedby

DifferentMethods

的实际 TLS点云;④RANSAC方法在参数σ＝
０．０１时,抗差性能与 ROBPCA 方法接近,但当参

数σ＝０．０２时误差急剧增大.在粗差比例较大

时,甚至比PCA方法的误差还大,说明 RANSAC
方法的抗差性能对参数设定较为敏感,在实际应

用中,参数σ 的设定存在较大的困难;⑤ROBPＧ
CA方法与本文方法的抗差性能接近,但在粗差

比例较大时,本文方法更优.

３．２　模拟TLS点云实验２:时间效率比较

为了检验和比较各方法的时间效率,对不同

规模的点云集分别测试各方法的运行时间.模拟

TLS点云模型定义为:ST ＝PT(３０００００,０．３,１０,

０．０１,０．１),在其边缘分别随机提取规模为{１０００,

２０００􀆺１００００}的１０组测试点集{T１,T２􀆺T１０}.
分别采用PCA方法、RANSAC方法、本文方法以

及本文方法的并行优化改进方法进行比较实验

(最近邻居点集尺度k均设为７０),得到各方法对

不同规模点云的法向量计算时间,如图４所示.
由于ROBPCA方法对规模为１０００的点云数据

的法向量计算时间已达到９２１s,远远大于其他方

法,难以适用于大规模点云数据,所以不在图４中

标示.由图４可见:①本文方法的运行时间相对

于RANSAC方法具有显著优势,但高于PCA 方

法,约为其１９倍;②本文方法通过并行优化改进

后,运行时间可降为PCA方法的２．６倍左右.因

此,对于数据大小为１００万的点云,采用并行优化

改进的方法可以在约７７min内完成计算,能够满

足大部分应用的时效需要.

３．３　真实TLS点云实验:泊松表面重建

为了验证本文方法的实际效果,采用野外采

图４　不同方法不同点云规模的时间效率比较

Fig．４　ComparisonofRunningTimewithDifferent
PointCloudScalesbyDifferentMethods

集的真实 TLS点云数据进行实验验证.数据来

自甘肃天水桥子沟的一条典型切沟.该切沟断面

呈典型的 V字型,９０％的地表被低矮豆科类植物

和荒草覆盖.利用 LeicaHDS６１００型三维激光

扫描仪对切沟 进 行 扫 描 并 存 储 点 云 数 据.该

TLS点云包含激光点２５７３１０５个,覆盖面积为

７２０．４７６m２,平均密度为３５７１．４个/m２.
对该 TLS点云采用本文方法进行法向量计

算,取邻居点集合大小k 为２０,置信度为０．９７５,
得到的点云抗差法向量如图５所示(为了便于显

示,从点云中随机抽取了１０００个点).分别根据

本文方法得到的抗差法向量与PCA 方法得到的

法向量对该点云进行泊松表面重建,结果如图６
所示.由图６(a)可见,由 PCA 方法求得的法向

量重建得到的泊松表面在地形变化剧烈的区域存

在较大的变形(如图６(a)中４个标黑框的区域);
而由本文方法求得的法向量重建的泊松表面基本

反映了实际地面的形态(图６(b)),说明本文方法

通过获取 TLS点云的抗差法向量能够提高后续

处理的可靠性.

图５　本文方法得到的真实 TLS点云的抗差法向量

Fig．５　RobustNormalEstimationofRealTLSPoint
CloudbytheProposedMethod
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图６　本文方法与PCA方法得到的法向量

分别建立泊松曲面的结果

Fig．６　PoissonSurfaceReconstructionResultsBasedon
NormalEstimationbyPCAandtheProposedMethod

４　结　语

本文针对 TLS点云中存在的粗差干扰与采

样密度不均的问题,根据局部平面拟合的原理,从
邻居点集的协方差矩阵出发,提出了一种基于最

小广义方差估计的 TLS点云抗差法向量求解方

法.该方法依赖的假设条件与先验知识较少,适
用于场景复杂、采样密度差异较大的 TLS点云抗

差法向量计算.实验结果表明:①本文方法相比

于PCA 方法具有显著的抗差性优势,也优于

ROBPCA方法和 RANSAC方法;②本文方法的

并行优化改进方法具有较高的时间效率,可以应

用于大规模TLS点云的计算;③通过对真实TLS
点云的法向量计算与泊松表面重建,进一步证明

了其对实际 TLS点云处理的有效性.为了更好

地对复杂自然场景 TLS点云的法向量进行求解,
下一步将研究最优法向量计算尺度的自适应

选择.
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PointCloudBasedonMinimumCovarianceDeterminant
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Abstract:ArobustnormalestimationmethodbasedonlocalplanefittingandminimumcovariancedeＧ
terminant(MCD)isproposedforterrestriallaserscanning(TLS)pointcloudwithgrosserrorsand
nonＧuniformsampling．Firstly,fastlibraryforapproximatenearestneighborsalgorithmisperformed
toretrieveknearestneighborpointset．Then,robustestimationofitscovarianceiscalculatedbyDetＧ
MCD (deterministicMCD)andmultivariateMahalanobisdistance．Finally,robustestimationofnorＧ
malvectoriscalculatedthroughprincipalcomponentanalysis(PCA)method．ComparedwithPCA,
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