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不等式约束加权整体最小二乘的凝聚函数法
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摘　要:误差向量的方差Ｇ协方差阵是一般对称正定矩阵下的附不等式约束加权整体最小二乘平差模型,研究

了其参数估计和精度评定问题.首先,将残差平方和极小化函数在整体最小二乘准则下转化为只包含模型参

数的目标函数,同时将所有的不等式约束表示成一个等价的凝聚约束函数,并运用乘子罚函数策略将不等式

约束加权整体最小二乘平差问题转化为相应的无约束最优化问题,并用 BFGS方法求解.然后,将误差方程

和约束函数线性展开,推导了最优解和观测量间的近似线性函数关系,运用方差Ｇ协方差传播律得到了最优解

的近似方差.最后,用数值实例验证了方法的有效性和可行性.
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　　在测量数据处理领域,根据观测对象的几何

或物理特性,往往能建立起参数间的不等式约束

关系.合理地利用这些先验信息,能提高平差结

果的精度和可靠性[１].不等式约束最小二乘平差

在 GPS数据处理[２Ｇ３]、变形分析[４]领域得到成功

应用.不等式约束最小二乘平差算法主要包括规

划类算法、椭圆约束法[５]、最小距离法[６]、贝叶斯

方法[３]、凝聚函数法[１]等.参数精度评定的方法

主要有贝叶斯方法[３]、将有效约束视为等式约

束[７]、凝聚函数法[１]和 MonteＧCarlo模拟法[８].
由于能考虑系数阵元素含误差的情况,变量

含误差(errorsＧinＧvariables,EIV)模型成为近年

来的研究热点[９Ｇ１２].当参数间含有不等式约束

时,就形成了不等式约束 EIV(inequalitycvonＧ
strainedEIV,ICEIV)模型.deMoor给出了不

等式约束 TLS问题的 KKT条件,并转化为广义

线性补问题采用组合式方法求解[１３].Zhang等

采用穷举搜索求解不等式约束EIV 模型,其计算

量随约束数的增加呈指数增长,且未考虑不等权

和相关观测量[１４];Fang提出了不等式约束加权

整体最小二乘(weightedtotalleastsquareswith
inequalityconstraints,ICWTLS)问题,给出了最

优解的一阶必要和二阶充分条件,将ICWTLS转

换为标准形式的约束最优化问题,采用起作用集

方法和SQP方法求解[１５];Zeng等给出了不等式

约 束 部 分 EIV (inequalityconstrained partial
EIV,ICPEIV)模型,转化为非线性约束最优化问

题采用罚函数法求解[１６,１７],当约束同时包含待求

参数和系数阵元素时,将ICPEIV 模型转化为线

性补(linearcomplementarityproblem,LCP)问
题求解,并得到了解的近似精度.

Fang的算法基于最优化方法,未考虑解的精

度,而Zeng等的方法没有考虑系数阵元素与右

端项相关的情况.本文将所有的不等式约束转换

成一个等价的凝聚约束函数,将不等式约束加权

整体最小二乘平差转换成等式约束非线性最优化

问题,引入乘子罚函数策略进一步表达成无约束

非线性规划问题,采用BFGS算法求解.推导了

不等式约束加权整体最小二乘解与观测向量的一

阶线性近似函数关系,采用协方差传播律得到了

解的近似方差.并用数值实例对该方法进行了验

证.

１　不等式约束加权整体最小二乘平
差模型

　　不等式约束加权整体最小二乘平差模型的函

数模型为[１７]:
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y＝ A－EA( )x＋ey (１)

Gx ≤W (２)
式中,y 和ey 分别表示n 维观测向量和误差向

量;A 和EA 表示n×u 维的设计矩阵和误差矩

阵;x 表示u 维参数向量;G 表示s×u 的约束矩

阵;W 表示相应的s维常数向量.将约束矩阵按

行表达成 G＝ g１ g２ 􀆺 gs[ ] T,其中,gT
i ＝

gi１ gi２ 􀆺 giu[ ] 是G 的第i行(i＝１,２􀆺s).

W＝ w１ w２ 􀆺 ws[ ] T 表示约束右端项.式

(２)可以写成gi(x)＝gT
ix－wi.

　　相应的随机模型为:
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式中,QAA和Qyy表示nu×nu 系数阵元素的协因

数阵和n×n 观测值协因数阵;QAy＝QT
yA 表示nu

×n 的系数阵元素和观测值向量的互协因数阵;

Qe 是所有随机误差向量的对称正定协因数矩阵;

σ２
０ 为单位权方差.式(１)Ｇ(４)的最优解应使所有

随机误差的平方和最小,且满足不等式约束条件,
即

mineTPee
s．t．Gx ≤W{ (５)

　　式(５)中极小化函数的变量是eA 和ey,而约

束条件中的变量是待求参数x.为了使最小化函

数和约束条件中的变量一致,首先不考虑不等式

约束条件,函数模型式(１)和随机模型在整体最小

二乘准则下,组成Lagrange目标函数为:

Φ(ξ)＝eTPee＋２λT(y－ey －Ax＋EAx)
(６)

　　分别对x、e、λ求偏导,并令其值为０,最优解

的EulerＧLagrange必要条件为[１５]:

１
２

∂Φ
∂x x̂,􀭴e,̂λ

＝－AT̂λ＋􀭾ET
Âλ＝０ (７)

１
２

∂Φ
∂e x̂,􀭴e,̂λ

＝Pe􀭴e＋B̂T̂λ＝０ (８)

１
２

∂Φ
∂λ x̂,􀭴e,̂λ

＝y－Âx＋B̂􀭴e＝０ (９)

式中,̂x、̂λ 分别表示参数和 Lagrange乘子的估

值;􀭴e 表 示 观 测 误 差 的 预 测 值.并 且 令 B̂ ＝
x̂T􀱋In,－In[ ] ,由式(８)可以得到:

􀭴e＝－QêBT̂λ (１０)
代入式(９),则有:

λ̂＝(̂BQll̂BT)－１(y－Âx) (１１)
将式(１１)重新代入式(１０)得:

􀭴e＝－QêBT(̂BQêBT)－１(y－Âx) (１２)

　　根据式(１２),可以得到整体最小二乘准则函

数的另一种形式如下:

􀭴eTP􀭴e＝(y－Âx)T(̂BQêBT)－１(y－Âx)(１３)

　　因此,由式(１３)可以得到和式(５)等价的约束

非线性最优化问题:

min(y－Ax)T(BQeBT)－１(y－Ax)

s．t．Gx ≤W{ (１４)

　　式(１４)中极小化目标函数和约束条件仅含待

估参数,是一个典型的非线性最优化问题.可以

采用最优化理论与方法中的积极约束法、序列二

次规划算法、牛顿法、拟牛顿法等计算.但这些方

法都基于迭代策略,不能得到解与观测值之间的

函数关系,难以获得解的统计性质.因此,采用凝

聚函数法来解式(１４)并推导解的统计性质.

２　凝聚函数法解不等式约束加权整
体最小二乘模型

２．１　计算方法

在最优化理论与方法中,处理不等式约束非

线性最优化问题的一种策略是将其转换为相应的

等式约束最优化问题求解.凝聚函数法是将多个

不等式约束合并成一个等价的凝聚约束函数,然
后用拉格朗日乘子迭代法求解.根据文献[１]的
结论,式(２)可以转换为如下的凝聚约束函数:

gp(x)＝
１
p
ln ∑

m

i＝１
exp(pgi(x))( ) ＝０ (１５)

式中,p 是趋向于无穷大的正数,在计算中根据计

算精度和计算效率的要求,一般取p＝１０６.联合

式(１４)、式(１５),不等式约束的加权整体最小二乘

平差模型等价于求以下等式约束的加权整体最小

二乘平差模型:

minf(x)＝(y－Ax)T(BQeBT)－１(y－Ax)

s．t．gp(x)＝
１
p
ln ∑

m

i＝１
exp(pgi(x))( ) ＝０

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１６)

　　式(１６)是一个附有等式约束的非线性最优化

问题,它的解可以通过极小化如下的拉格朗日目

标函数得到:

minΦ x,α( ) ＝αgp(x)＋
(y－Ax)T(BQeBT)－１(y－Ax) (１７)

其中,α是等式约束对应的拉格朗日乘子,是一个

标量.当式(１７)不收敛的情况下,可以在此目标

７２５１
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函数的基础上加入一个二次惩罚项,得到一个新

的最小化目标函数:

minΦ x,α( ) ＝αgp(x)＋cg２
p(x)/２＋

(y－Ax)T(BQllBT)－１(y－Ax) (１８)
式中,c是一个充分大的正常数,称为罚因子,可
取c＝１０６.其作用是:当gp(x)≠０时施以惩罚.
在迭代计算过程中,α通过下式更新:

αk＋１＝αk ＋cgp(xk) (１９)

　　实际运算中,初值可以取α０＝０,p＝c＝１０６,
可以取相应的不等式约束最小二乘解作为迭代初

值,当‖xk＋１－xk‖≤ε(ε是迭代终止阈值,可取

ε＝１０－６)时,停止迭代.然后计算ÑΦ x,α( ) ,若
ÑΦ x,α( ) 较大,根据式(１９)计算新的α 值,迭代

直到‖ÑΦ x,α( ) ‖也满足限差,最终得到不等式

约束加权整体最小二乘解.由于拟牛顿算法解非

线性规划问题具有较快的收敛速度,且无需求解

目标函数的 Hesse矩阵,近似的二阶校正公式更

新规则简单,从而得到广泛应用.本文采用目前

最流行有效的拟牛顿算法BFGS方法来求解无约

束非线性最优化问题.

２．２　精度评定

式(１６)是关于参数的非线性等式约束平差模

型,为了得到解的近似精度,需要将目标函数做线

性近似处理.设参数x 可以表示成它的近似值

和改正数之和,即x＝x０＋Δx,注意,经过非线性

平差有限次迭代计算后x０无限趋近于不等式约

束加权整体最小二乘解x̂IC,Δx 趋向于０.且x
和Δx 具有相同的方差,则式(１)可以表示为[１８]:

y－ey ＝ A－EA( ) x０＋Δx( ) (２０)

　　将式(２０)展开,并忽略二阶微小量EAΔx,则
式(２０)可以重新表示为:

EAx０－ey ＝AΔx－ y－Ax０( ) (２１)

　　令: K
n×(nu＋n)

＝

x０
１ 􀆺 x０
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１ 􀆺 x０
u －１

æ

è

ç
ç
ç
çç
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ø

÷
÷
÷
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,

e′＝EAx０－ey,y′＝y－Ax０,则式(２１)可以写成:

e′＝AΔx－y′ (２２)
由于EAx０－ey＝Ke,根据协方差传播律有:

Qe′＝KQeKT (２３)
将凝聚约束函数式(１５)在x０ 处线性化,有:

gp(x)≈gp(x０)＋
∂gp(x)

∂x x＝x０
x－x０( ) ＝

gp(x０)＋CTΔx＝０ (２４)

即　　　　　　　CTΔx＝０ (２５)

　　联立式(２２)与式(２５),组成只含有一个等式

约束的线性最小二乘平差模型,参数 Δx 的协因

数矩阵可以表示为:

Q(Δx)＝N－１
aa －N－１

aaCN－１
ccCTN－１

aa (２６)
式中,Naa＝ATQ－１

e′A ,Ncc＝CTN－１
aaC 是一个常

数;矩阵K 的元素用最终迭代解x̂IC代替.单位

权方差的有偏估值近似写成:

σ２
０ ＝

e′TQ－１
e′e′

n－u＋１
(２７)

　　协因数矩阵式(２６)与文献[１]相比较完全一

致.由于加权整体最小二乘模型线性化过程中忽

略了二阶项的影响,且凝聚函数只有当p 趋向无

穷大时才与不等式约束等价,所以,式(２６)是不等

式约束加权整体最小二乘的近似协因数估值.对

于单位权方差式(２７),文献[１]考虑了偏差项,而
本文是把不等式约束加权整体最小二乘平差模型

近似成等式约束的非线性平差模型,然后一阶线

性近似成附有等式约束的间接平差模型来评定参

数的精度.

３　算例与分析

算例引自文献[１],观测方程(１)和约束条件

(２)中的A、y、G１ 和w１ 如表１所示.区间约束条

件为－０．１≤xi≤２(i＝１,２,３,４).设系数阵元素

和右端向量的随机误差都是独立同分布,即Qe＝
I２５为２５阶单位矩阵.首先,采用二次规划方法

计算相应的不等式约束最小二乘解:

x̂ICLS＝ －０．１０００－０．１００００．２１３７０．３５１８[ ] T

　　然后将上述不等式约束最小二乘解作为迭代

初始值,计算相应的不等式约束整体最小二乘解.
比较文献[１７]提出的有效集方法、序列二次规划

算法以及文献[１６]的穷举搜索法和本文提出的凝

聚函数法,数值计算结果如表２所示.
表１　观测方程(１)和约束条件(２)中的A、y、G１ 和w１

Tab．１　A,y,G１,w１ofObservationVector(１),

ConstraintsCondition(２)

A y
０．９５０１ ０．７６２０ ０．６１５３ ０．４０５７ ０．０５７８
０．２３１１ ０．４５６４ ０．７９１９ ０．９３５４ ０．３５２８
０．６０６８ ０．０１８５ ０．９２１８ ０．９１６９ ０．８１３１
０．４８５９ ０．８２１４ ０．７３８２ ０．４１０２ ０．００９８
０．８９１２ ０．４４４７ ０．１７６２ ０．８９３６ ０．１３８８

G１ w１

０．２０２７ ０．２７２１ ０．７４６７ ０．４６５９ ０．５２５１
０．１９８７ ０．１９８８ ０．４４５０ ０．４１８６ ０．２０２６
０．６０３７ ０．０１５２ ０．９３１８ ０．８４６２ ０．６７２１

８２５１
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表２　不同算法的解及残差平方和

Tab．２　TheSolutionsofDifferentAlgorithms
andtheResiduals

有效集方法 序列二次规划 穷举搜索法 凝聚函数法

x̂１ －０．１０００００ －０．１０００００ －０．１０００００ －０．０９９９９１
x̂２ －０．１０００００ －０．１０００００ －０．１０００００ －０．１００００３
x̂３ ０．１６８５４７ ０．１６８５４７ ０．１６８５００ ０．１６８５６１
x̂４ ０．３９９７７７ ０．３９９７７７ ０．３９９８００ ０．３９９７６５

êTP̂e ０．１３９７３７ ０．１３９７３７ ０．１３９７４２ ０．１３９７４１

　　采用有效集方法外部迭代３次,内部迭代平

均８次;序列二次规划算法外部迭代４次;内部迭

代平均４次,而穷举搜索法外部迭代２０４８次,内
部迭代平均２３次.采用凝聚函数方法,取p＝c
＝１０５,经过９次迭代就能得到上述解,相应的目

标函数梯度为:
ÑΦ x,α( ) ＝

－０．００９００．００８４－０．００６１－０．００５８[ ] T

‖ÑΦ x,α( ) ‖满足阈值,停止迭代,可见本文的

凝聚约束函数目标函数采用BFGS算法具有较快

的收敛速度.
计算凝聚函数在最优解处对参数x 的梯度

值为:

C＝
∂gp x( )

∂x x＝̂xIC

＝

－０．０５０２－０．３６０８０．１８７６０．１７６４[ ] T

　　根据式(２７)得到单位权方差的有偏估计量

为:σ２
０＝０．０６９９.根据式(２６)可以得到不等式约

束整体最小二乘解的近似协因数矩阵为:

Q x̂IC( ) ＝
２．６５５９ －１．０９１９ ０．０６９５ －１．５５１４

－１．０９１９ ０．５２１９ ０．１１８５ ０．６３０８
０．０６９５ ０．１１８５ １．８７０６ －１．７２７２

－１．５５１４ ０．６３０８ －１．７２７２ ２．６８５６
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　　在运用凝聚函数法进行计算时,如果p 取值

过大,采用普通不等式约束最小二乘解作为初值

进行计算时,容易出现不收敛的情况,并且随着p
值的增大计算量会显著增加,可以根据精度和计

算效率选取合适的p 值.根据计算结果可以看

出,解算值并不是严格满足所有不等式约束,这是

由于p 值是有限值时,凝聚函数并不是完全等价

于最大的不等式约束.前面两种方法的结果在小

数点后前６位都相同,凝聚函数法也能得到接近

一致的结果.这说明凝聚函数法求解不等式约束

的加权整体最小二乘问题是可行的.

４　结　语

本文提出了一般权矩阵情形下的不等式约束

加权整体最小二乘模型的计算方法和近似精度评

定公式.对于不等式约束加权整体最小二乘平差

模型,且权矩阵为一般对称正定矩阵的情形,将残

差加权平方和最小准则先转化成仅含有参数的非

线性目标函数极小化问题,并将所有不等式约束

表达成一个近似的凝聚等式约束,构造出无约束

拉格朗日目标函数,采用非线性最优化BFGS算

法得到不等式约束加权整体最小二乘平差的解.
数值实例结果表明,该方法能收敛到最优解,且具

有较快的收敛速度.
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Abstract:WhenthevarianceＧcovariancematrixoftheerrorisfairlysymmetricandpositivelydefinite,
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