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摘　要:经典的基于点状特征匹配的地面激光雷达(lightdetectionandranging,LiDAR)点云配准算法实现过

程中,点状特征的提取精度对算法运行结果的影响通常较大;基于迭代运算的 LiDAR点云配准算法计算量

大,对未知参数的初值依赖程度较高,在求解大转角刚体变换参数时算法不稳定.对此,提出了一种线状特征

约束下基于Plücker直线坐标描述的 LiDAR点云配准算法.立足于经典的向量代数与对偶四元数的相关理

论与方法,分析并确定了Plücker直线坐标与对偶四元数之间的相互转换关系以及模型描述方法;以 LiDAR
点云配准前后同名线状特征的Plücker直线坐标相等为约束条件,构建了线状特征约束下基于 Plücker直线

坐标描述的刚体变换模型;立足于最小二乘基本准则,通过目标函数的极值化分析实现了线状特征约束下地

面 LiDAR点云配准参数的直接求解.实验结果表明,所构建的基于 Plücker直线坐标描述的地面 LiDAR点

云配准模型,无需事先确定变换参数的初值,避免了多元函数的线性化过程,解除了参数结果对于迭代初值的

依赖,理论上克服了迭代法在求解大转角相似变换参数时的算法不稳定问题.此外,较之单纯基于点状特征

匹配的 LiDAR点云配准算法,该算法可以有效地增强 LiDAR 点云配准过程的约束,达到提高配准质量的

目的.
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　　激光雷达(lightdetectionandranging,LiＧ
DAR)凭借其快速、高效、高精度等优良特性,为
全面、真实、快速、准确地再现地理空间实体及其

环境信息提供了可靠的数据保证.然而,地理实

体的空间复杂度普遍较高,而 LiDAR 传感器的

视觉面通常较窄,为了获取能够全面表征地理实

体及其周边地物的表面特征数据,基于地面 LiＧ
DAR技术的空间三维数据采集方法通常需要沿

着多个不同的视向瞄准对象,采集目标地理实体

及其周边地物的表面特征数据,并基于点云配准

算法将原本各自独立的测站拼接到一起,以实现

对地理实体及其周边环境信息的全面表达.

LiDAR点云配准的实质是寻求并确立相邻

测站点云之间的特征对应关系,基于刚体变换模

型对相邻测站坐标基准间的相对位置关系进行描

述,解算用于描述两坐标基准间相对位置关系的

旋转与平移参数,进而实现不同测站坐标系之间

的相互转换与坐标基准的统一描述与表达.当

前,LiDAR点云配准模型的常用解法是把刚体变

换公式采用多元函数的泰勒公式展开,对其实施

线性化处理,利用迭代的方式来实现变换参数的

求解.但是,迭代法自身存在如下不足:(１)需要

事先确定变换参数的初值,并据此实现非线性变

换模型的线性化,初值选择不当,则可能会造成结

果的不收敛;(２)受线性化过程的约束,此类方法

本质上仅适用于小转角坐标变换的情况,在诸如

摄影测量的绝对定向、LiDAR 点云的配准等方

面,若不能提供两坐标系统之间的近似变换参数,
或提供的变换参数不够理想,计算结果的可靠性

将受到严重影响.相比较而言,解析法通过最优

化误差函数来计算得到刚体变换模型的参数,避
免了初值计算以及由此带来的迭代不收敛问题,
因此,研究 LiDAR 点云配准的解析求解算法具

有重要的意义.
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根据点云配准过程中旋转变换表达方法的不

同,可将现有的 LiDAR 点云配准的解析求解算

法分为３类:(１)利用向量代数来实现旋转变换过

程的描述,并基于旋转矩阵的正交化和奇异值分

解(singlevaluedecomposition,SVD)来实现变换

参数的直接求解方法[１Ｇ２];(２)基于单位四元数来

实现旋转变换过程的描述,并基于此实现变换参

数的直接求解方法[３Ｇ４];(３)基于对偶四元数(dual
quaternion,DQ)来实现旋转变换过程的描述,并
基于此实现变换参数的直接求解方法[５Ｇ９].其中,
单位四元数仅利用４个参数即可实现旋转变换操

作的简洁描述,较之旋转变换的向量代数(旋转矩

阵)表示法,计算更为简单.然而,在求解刚体变

换参数的过程中,平移向量的计算是建立在旋转

变换参数结果的基础之上的,因此,结果的准确性

在一定程度上将受到旋转变换参数的影响,且这

种影响存在误差传递和累积现象.相比较之下,
对偶四元数可实现旋转与平移参数的直接描述,
旋转与平移参数求解过程之间不存在任何相关

性,因此,近年来有关其在 LiDAR点云配准及其

相关应用中的研究受到密切关注.根据配准过程

中配准基元选择的不同,可将现有的 LiDAR 点

云配准算法区分为基于点状特征匹配的 LiDAR
点云配准[１Ｇ９]、基于线状特征匹配的 LiDAR点云

配准[１０Ｇ１５]、基于面状特征匹配的 LiDAR 点云配

准[１６]以及基于点、线、面共同约束的LiDAR点云

配准[１７].分析可知,受 LiDAR 采样分辨率的影

响,一般而言,线状特征与面状特征的提取精度应

高于点状特征,其应用于 LiDAR 点云配准将有

利于进一步提高配准的质量.然而,利用向量代

数对三维空间中的直线特征进行描述[１１],其表达

形式的多样性直接导致了基于线状特征约束的

LiDAR点云配准算法模型构建的复杂性,这一现

象在解析配准模型的设计中更为明显.Plücker
直线坐标的提出为解决上述问题提供了可能,其
通过直线方向向量与直线的矩等６个参数来对三

维空间中的直线进行描述,几何意义明确,形式更

加简洁.文献[１６]基于Plücker直线坐标实现了

相邻测站 LiDAR 点云的配准,基于对偶四元数

实现了对于刚体变换的描述.然而,其算法的实

现采用的是迭代法的基本思路,较之基于向量代

数描述的迭代算法,虽然该算法对于迭代初值的

选择依赖性较弱,但算法运行结果与初值选择之

间的相关关系尚无法从理论上作出合理解释.
本文 提 出 了 一 种 线 状 特 征 约 束 下 基 于

Plücker直线坐标描述的 LiDAR点云配准算法.

立足于经典的向量代数与对偶四元数的相关理论

与方法,分析并确定了 Plücker直线坐标与对偶

四元数之间的相互转换关系以及模型描述方法;
以LiDAR点云配准前后同名线状特征的Plücker
直线坐标相等为约束条件,构建了线状特征下基

于Plücker直线坐标描述的刚体变换模型;立足

于最小二乘基本准则,通过目标函数的极值化分

析实现线状特征约束下地面 LiDAR点云配准参

数的直接求解.通过上述研究,一方面,避免基于

迭代的配准方法对于变换参数初值的依赖性;另
一方面,克服 LiDAR 点云的点状特征提取精度

不高以及基于单一的配准基元所带来的特征选择

困难等问题,进而保证配准的质量.

１　利用Plücker坐标描述的LiDAR
点云配准模型

１．１对偶四元数与刚体变换

对偶四元数是由四元数和对偶数结合而来:

q̂＝̇r＋ε̇s (１)
式中,̇r 和̇s都是四元数,分别为对偶四元数q̂ 的

实部和对偶部;ε 为q̂ 的对偶部单位.对偶四元

数和纯四元数具有一个相似的表达形式:

q̂＝ coŝθ/２( ) sinθ̂/２( )̂n[ ]
T (２)

式中,对偶向量n̂ 表示坐标系绕其旋转和平移的

三维空间曲线;̂θ是旋转和平移的对偶角.
对偶向量 n̂ 和对偶角θ̂ 的具体表达形式

如下:

n̂＝n＋εp×n( ) (３)

θ̂＝θ＋εd (４)
式中,n 所表示的单位向量表示了旋转轴的方向

和平移向量的方向;旋转是关于具有方向n 并过

点p(空间三维坐标p)的直线旋转了角度θ;d 是

沿着n 所表示的方向上平移的距离.
不同坐标系统之间的空间相似变换由平移向

量t、旋转轴n 和旋转角θ来表示(尺度因子μ 需

要借助公共点坐标来确定,在此暂不予考虑),首
先依据t的方向和大小平移坐标系,其次关于n
旋转角θ形成新的坐标系.基于四元数描述的空

间相似变换可以取得同样的效果,其实现坐标变

换的思路为:首先将原始坐标系沿着n 的方向平

移了距离d,关于具有单位向量n 的直线旋转了

角θ,n 有方向并过点p.图１详细表达了上述两

种表示方法之间的区别与联系.
将式(３)~(４)代入式(２),化简得:

７７３１
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图１　对偶四元数表示的旋转和平移

Fig．１　DualQuaternionBasedRepresentation
ofRotationandTranslation
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　　如上所述,在不顾及缩放因子影响的情况下,
表达不同坐标系之间的变换所需的独立变量数目

为６(３个平移变量和３个旋转变量),而一个对偶

四元数包含８个元素.因此,唯一确定空间相似

变换的参数需要附加相应的约束条件,综合式(２)

~(６),可以列出如下两个独立方程式作为附加约

束条件:

ṙṪr＝１

ṙṪs＝０{ (７)

１．２　基于Plücker坐标的空间直线表达

表达三维空间中的一条直线理论上需要６个

参数:直线的方向向量l与直线所经过的点p 的

空间三维坐标p.然而,与空间中点的表达方式

不同,经过一条直线的点可能有很多,因此,此种

表示方法不具备唯一性.因此,当这种直线的表

达方法应用于LiDAR点云配准模型的构建与表

达时,会因此而影响配准模型构建的复杂性.
针对直线表达的唯一性问题,文献[１８]提出

了直线坐标的概念:对于空间中一条方向向量为

l且过点p 的直线,利用Plücker直线坐标可以表

示为l、m,其中,m 称之为直线的矩(linemoＧ
ment,LM),其具体表达式为:m＝p×l.

给定三维空间中的任意两点p１与p２,可以

确定直线的方向向量l和直线的矩m(见图２):

l＝p２－p１

m＝p１×p２
{ (８)

式中,p１ 与p２ 分别表示两个点的空间三维坐标;

l是直线的方向向量;m 是直线的矩,垂直于包含

图２　三维空间中基于Plücker坐标的直线表达

Fig．２　PlückerＧbasedRepresentation
ofaLinein３DSpace

该直线且通过原点的平面.
如果在直线上取另外两个不同的点,根据线

性坐标代换,可分别记为:

p′１＝λp１＋ １－λ( )p２

p′２＝μp１＋ １－μ( )p２
{ (９)

式中,λ和μ 不相等.基于式(９)求得直线的方向

向量l′和矩m′分别为:

l′＝p′２－p′１＝ λ－μ( )l
m′＝p′１×p′２＝ λ－μ( )m{ (１０)

　　可以看出,使用不同的端点确定的直线其方

向向量与矩之间存在一个相同的缩放系数.
为了实现表达的唯一性,需要对直线的方向

向量与直线的矩进行规则化处理,即将Plücker
直线坐标的所有元素除以方向向量的模,结果称

之为规则化 Plücker直线坐标.根据式(８)与式

(１０)的关系可知:经规则化处理之后,任取一条直

线上的两个特征点,其规则化 Plücker直线坐标

一致.总体来看,通过规则化 Plücker直线坐标

来对三维空间中的直线进行表达,几何意义明确,
形式更加简洁,且‖m‖恰好等价于原点到达直

线的垂直距离.更为重要的是,表达方式的唯一

性为基于线状特征约束的 LiDAR点云配准算法

的模型构建提供了便利.
通常,规则化 Plücker直线坐标可以由直线

的方向向量与矩所构成的六元组Γ＝[l m]来
进行表达,或用对偶数的形式进行表达,即Γ＝
l＋εm.需要注意的是,对于一条直线,其方向向

量与直线的矩满足正交关系,即l􀅰m＝０.
参照文献[３]中向量与单位四元数之间的转

换关系,可按如下公式将归一化后的 Plücker坐

标扩展为８维:

Γ̂＝ l̇ ṁ[ ] (１１)

其中,̇l＝ ０　l[ ] ,̇m＝ ０　m[ ] .
可以证明,式(１１)满足对偶四元数的一切条

８７３１



　第４３卷第９期　　　　　王永波等:直线特征约束下利用Plücker坐标描述的LiDAR点云无初值配准方法

件.因此,规则化 Plücker直线坐标可以看作是

满足特殊条件(l􀅰m＝０)的对偶四元数,即对偶

四元 数 与 直 线 的 Plücker坐 标 可 以 直 接 进 行

运算.

１．３　基于对偶四元数描述的Plücker坐标变换

已知la,ma( ) 、lb,mb( ) 分别为三维空间中任

意一条直线分别在两个不同坐标系中的方向向量

与矩,三维空间中的直线变换可以表达为:

la ＝Rlb

ma ＝pa ×la ＝Rmb ＋t×Rlb
{ (１２)

根据单位四元数与三维空间中的旋转变换矩阵之

间的对应关系,式(１２)中的表达式la＝Rlb 可以

用单位四元数的形式表达为:

l̇a ＝̇ṙlḃr∗ (１３)

式中,̇r表示与旋转矩阵R 相对应的单位四元数;

ṙ∗ 表示单位四元数ṙ 的共轭;̇la＝ ０　la[ ] ;̇lb＝
０　lb[ ] .

直线的矩ma ＝Rmb ＋t×Rlb 进一步表

达为:

ṁa ＝̇rṁḃr∗ ＋
１
２ ṫ̇ṙlḃr∗ ＋̇ṙlḃr∗ṫ∗( )

(１４)
式中,􀅰表示四元数;∗表示共轭.

　　令ṡ＝̇ṫr/２,式(１４)可进一步改写为:

ṁa ＝̇ṡlḃr∗ ＋̇rṁḃr∗ ＋̇ṙlḃs∗ (１５)

　　令q̂＝̇r＋ε̇s,̂Γa ＝̇la ＋ε ṁa( ) ,̂Γb ＝̇lb ＋

ε ṁb( ) ,式(１３)与式(１５)可统一表达为:

Γ̂a ＝̂q̂Γ b̂q∗ (１６)

其中,̂q∗ 表示对偶四元数q̂ 的共轭,其具体表达

形式为̂q∗ ＝̇r∗ ＋ε̇s∗ .
至此,基于对偶四元数与 Plücker直线坐标

相互之间的运算,可以实现三维空间中直线的刚

体变换.
利用矩阵对式(１２)中的各项进行表达:

l̇a ＝W ṙ( ) TQṙ( )̇lb

ṁa ＝W ṙ( ) TQṡ( )̇lb ＋W ṙ( ) TQṙ( )ṁb ＋

　　W ṡ( ) TQṙ( )̇lb

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１７)
式中,

Qṙ( ) ＝

r０ －r１ －r２ －r３

r１ r０ －r３ r２

r２ r３ r０ －r１

r３ －r２ r１ r０

é

ë

ê
ê
ê
ê
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ù

û
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r０ －r１ －r２ －r３
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　　用矩阵对式(１７)进行表达,可得:

l̇aṁa[ ] ＝
W ṙ( ) TQṙ( ) ０

W ṙ( ) TQṡ( ) ＋W ṡ( ) TQṙ( ) W ṙ( ) TQṙ( )

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

l̇b

ṁb

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

(１８)

　　考虑到误差的存在,并基于最小二乘准则,基
于线状特征的LiDAR点云配准模型的实质是配

准之后同名线状特征 la,ma( ) 与 lb,mb( ) 之间的

差值平方和达到最小.
令:

f１ ＝̇la －W ṙ( ) TQṙ( )̇lb (１９)

f２＝ṁa － W ṙ( ) TQṡ( ) ＋W ṡ( ) TQṙ( )( )̇lb －

W ṙ( ) TQṙ( )ṁb (２０)

　　当f＝∑f２
１＋∑f２

２ 最小时,即可得到相邻两

个LiDAR点云测站坐标系之间的配准参数.

１．４　基于极值分析的LiDAR点云配准参数求解

１．４．１　旋转四元数ṙ 的求解

为了实现对ṙ的求解,对∑f２
１ 的表达式分解

如下:

∑f２
１＝∑l̇a

Ṫla ＋∑l̇b
Ṫlb －

２∑ṙTQ l̇a( ) TW l̇b( )̇r (２１)

令Cl１＝∑ l̇T
ȧla＋̇lT

ḃlb( ) ,Cl＝－２∑Q l̇a( ) T 􀅰

W l̇b( ) ,则:

f２
１＝Cl１ ＋̇rTCl̇r (２２)

　　最优的对偶四元数ṙ满足式(２２)取得最小值

的条件,同时,它也应该满足式(７)给出的条件,综
合上述两个因素,构建目标函数􀭺F１ 为:

􀭺F１＝Cl１ ＋̇rTCl̇r＋λ１ ṙṪr－１( ) (２３)
式中,λ１ 是拉格朗日乘数.

对式(２３)取偏导数有:

∂􀭺F１

∂̇r
＝ Cl＋CT

l( )̇r＋２λ１̇r＝０ (２４)

　　根据式(２４)可知,四元数ṙ 是对应于矩阵

Cl＋CT
l( )/２的一个特征向量,λ１ 是与特征向量

相对应的特征值.构建矩阵A＝－(Cl＋CT
l )/２,

考虑到A 是一个４×４的实对称阵,它的所有特

征值和特征向量都是实数并且不同特征值对应的

特征向量正交,与直线旋转变换相对应的四元数

ṙ的期望值的确定还要进 一 步 参 考 误 差 表 达

式(２２).
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用̇rT 乘以式(２４)有:

ṙTCl̇r＝
１
２ṙT Cl＋CT

l( )̇r＝－λ１ (２５)

　　代入式(２２)得:

f２
１＝Cl１－λ１ (２６)

　　因此,当λ１ 选择最大特征值对应的特征向量

时,变换前后同名线状方向向量之间的差异最小.

１．４．２　平移四元数ṡ的求解

为了实现对ṡ的求解,对∑f２
２ 的表达式分解

如下:

∑f２
２＝∑ ṁ′aṪm′a＋∑l̇T

b W ṙ( ) TQṡ( )[ ] TW ṙ( ) TQṡ( )̇lb ＋

∑l̇T
b W ṡ( ) TQṙ( )[ ] TW ṡ( ) TQṙ( )̇lb －２∑ṁ′aTW ṙ( ) TQṡ( )̇lb －

２∑ṁ′aTW ṡ( ) TQṙ( )̇lb ＋２∑ W ṙ( ) TQṡ( )̇lb[ ] TW ṡ( ) TQṙ( )̇lb

(２７)

　　对式(２７)的各组成部分进行分解,可得:

∑l̇T
b W ṙ( ) TQṡ( )[ ] TW ṙ( ) TQṡ( )̇lb ＝∑ṡTİs

∑l̇T
b W ṡ( ) TQṙ( )[ ] TW ṡ( ) TQṙ( )̇lb ＝∑ṡTİs

－２∑ ṁ′aTW ṙ( ) TQṡ( )̇lb ＝－２∑ṙTQ ṁ′a( ) TW l̇b( )̇s

－２∑ ṁ′aTW ṡ( ) TQṙ( )̇lb ＝－２∑ṡTQ ṁ′a( ) TW l̇b( )̇r

２∑ W ṡ( ) TQṙ( )̇lb[ ] TW ṙ( ) TQṡ( )̇lb ＝２∑ṡTW′ l̇b( ) TQ ṙ( ) TW ṙ( ) TW l̇b( )̇s

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(２８)

其中,W′l̇( ) ＝

０ l１ l２ l３

l１ ０ l３ －l２

l２ －l３ ０ l１

l３ l２ －l１ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

.

　　令Cm１＝２∑I,Cm２＝－２∑Q ṁ′a( ) TW l̇b( ) ,

Cm３ ＝ ２ ∑ W′ l̇b( ) TQ ṙ( ) TW ṙ( ) TW l̇b( ) ,

Cm＝∑ ṁ′aṪm′a( ) ,则式(２７)可进一步表达为:

f２
２ ＝̇sTCm１̇s＋̇rTCm２̇s＋̇sTCm２̇r＋

ṡTCm３̇s＋Cm (２９)

　　与旋转四元数ṙ 的求解方法类似,通过附加

约束条件到误差方程中,构建目标函数􀭺F２:
􀭺F２ ＝̇sTCm１̇s＋̇rTCm２̇s＋̇sTCm２̇r＋̇sTCm３̇s＋

Cm ＋λ２ ṡṪr( ) (３０)
式中,λ２ 是拉格朗日乘数.

对式(３０)取偏导数,可得ṡ的表达式为:

ṡ＝－Cs Cm２＋CT
m２( )̇r－λ２Cṡr (３１)

其中,Cs＝ Cm１＋CT
m１( ) ＋ Cm３＋CT

m３( )[ ] －１.
考虑式(７)中所表达的对偶四元数的附加约束

条件,用̇rT 乘以等式(３１),可得系数λ２ 的表达式:

λ２＝－
ṙTCs Cm２＋CT

m２( )̇r
ṙTCṡr

(３２)

　　求得了ṡ 与̇r,即可求得ṫ:

ṫ＝２̇ṡr∗ (３３)

１．４．３　算法实现流程

已知 la,ma( ) 、lb,mb( ) 分别为基准站、待配

准站同名线状特征的方向向量与矩,̇la,̇ma( ) 、

l̇b,̇mb( ) 为与线特征相对应的四元数,利用本文

算法来实现相邻测站 LiDAR 点云的配准,算法

实现的流程如图３所示.

图３　算法实现流程图

Fig．３　FlowchartofthePresentedAlgorithm’sImplementation

　　１)根据式(２４)构建矩阵A＝－ Cl＋CT
l( )/２,

求解矩阵A 的最大特征值对应的特征向量ṙ,并
通过表达式R＝W ṙ( ) TQṙ( ) 计算旋转矩阵.

２)分别构建Cm１、Cm２与Cm３等矩阵,通过式

(３２)计算λ２ 的值.

３)通过式(３１)计算得到ṡ 的值,通过式(３３)
计算得到ṫ的值.

经过上述计算,即可得到相邻两个测站 LiＧ
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DAR点云配准的计算结果.
需要指出的是,因算法实现中需要求解６个

未知参数,而三维空间中直线的自由度为４,因
此,算法的正确运行需要至少两对相交或异面的

线状特征来提供约束.

２　LiDAR点云配准实例与分析

本文提出的线状特征约束下利用Plücker直

线坐标描述的 LiDAR 点云配准算法已经通过

C＋＋编程实现,为了验证算法的有效性与实用性,
设计了两个实验:利用奥地利 Riegl公司生产的

LMSＧZ４２０i系列地面LiDAR设备分别在室外与室

内采集了若干组点云数据,通过人机交互的方式来

实现位于同一平面的LiDAR点云的选择,通过平

面拟合与相交算法来实现最终线状特征的提取.

２．１　实验１
图４所示为LMSＧZ４２０i系列地面LiDAR设

备采集得到的某建筑物立面点云,分别从两个相

邻测站提取了表１所示的７对同名线状特征,用
以测试算法的可行性.同时,为了对算法运行结

果的正确性进行验证,将表１所示同名特征代入

文献[１２]中所阐述的算法,并对二者的运行结果

进行对比与分析.

图４　同一建筑物采集得到的立面LiDAR点云

Fig．４　TwoNeighboringLiDARPointClouds
AcquiredfromtheSameBuilding

表１　从两相邻测站提取的７对同名线状特征

Tab．１　SevenLinearFeaturesExtractedfrom NeighborStations

线段

编号

基准测站 待配准测站

起点坐标 终点坐标 起点坐标 终点坐标

x/m y/m z/m x/m y/m z/m x/m y/m z/m x/m y/m z/m
１ －４７．５４５ －２９．２０７ ２３．０６６ －４８．８４５ －２７．９０６ ２３．０５４ －５４．４６８ －３９．３６２ １３．１１６ －５５．０１０ －３７．３６１ １３．０１９
２ －７２．６７２ －８．３０６ ２５．９０１ －６８．７６３ －４．４０８ ２５．９１５ －６６．３８２ －８．６８２ １３．９４９ －６０．４４６ －７．０２１ １５．３１７
３ －４９．９５９ １４．３１０ ２５．５４５ －４９．９０６ １４．２６２ １８．９３７ －３６．２４１ －０．２７８ ２０．５２８ －３４．６２７ －０．２１７ １３．３９６
４ －４９．９０３ １４．３２８ ２２．７０３ －７４．１１９ ３８．５７５ ２２．３９０ －４２．６９２ ２６．２８５ １６．３３９ －４４．５２４ ３３．１００ １５．９９１
５ －５８．３４２ ２２．７６３ ２５．８００ －６２．８０７ ２７．２４８ ２５．７３３ －３９．２５１ １０．７９６ ２０．２５０ －４１．００６ １７．３６８ １９．９１０
６ －６３．０２６ ２７．４５７ １８．８１３ －６３．０００ ２７．４２３ １４．９９０ －３９．５４４ １７．７３１ １３．０３０ －３８．７２５ １７．７５７ ９．３８３
７ －５９．３３７ ２３．７３０ ２２．６１９ －６２．８０２ ２７．２１５ ２２．５６１ －３９．００４ １２．４３９ １７．０６９ －４０．２８７ １７．２５３ １６．８１６

　　本文算法与文献[１２]所述算法的运行结果如

表２所示.
基于本文的配准参数,对图４所示的两个相

邻测站 LiDAR 点云进行配准,配准前后的目视

效果如图５所示.

图５　配准前后目视效果图

Fig．５　VisualEffectsBeforeandAfterRegistration

根据图５所示效果来看,本文算法的运行结

果与设计初衷一致,可以用于线状特征约束下相

邻测站LiDAR点云的配准.根据表２所示的两

个算法的运行结果,可以得出如下结论:(１)在旋

转变换矩阵的计算上,本文算法与文献[１２]所述

算法结果完全相同,因此,配准后同名特征之间的

方向偏差完全一致;(２)利用本文算法与文献[１２]
所述算法配准所得的相邻两个测站之间的平移参

数略有偏差,间接导致了配准后同名线状特征的

矩之间存在偏差,利用白赛尔公式计算两种算法

结果的 矩 偏 差 中 误 差 mΔm 分 别 为 ０．０２３６ 与

０．０２５１,本文算法略优于文献[１２]所述算法.

２．２　实验２
此实验所用数据同样是由 LMSＧZ４２０i系列

地面 LiDAR 设备采集得到,不同的是本次实验

数据的采集工作选择在室内进行,在两个相邻的

测站中提取了８对同名线状特征(如表３所示)之
后,利用本文算法对相邻两个测站进行了配准,结
果如表４所示.

　　对比表４所得的两个算法的运行结果,所得

结论与§２．１所得结论完全一致.
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表２　线状特征约束下基于四元数的LiDAR点云配准结果及其与现有算法运行结果的对比(实验１)

Tab．２　ResultsComparisonoftheProposedAlgorithmandReference[１２](Experiment１)

测试

方案
旋转矩阵R 平移T/m

配准后同名特征的

单位方向向量偏差
线状特征的矩偏差及其中误差

Δlx Δly Δlz Δmx/m Δmy/m Δmz/m mΔm

本文

算法

０．０００５ ０．０００５ ０．０００１ －０．００７４ ０．０２０７ －０．００７７
－０．０００２ ０．０００２ ０．０００３ ０．００１８ ０．００５９ －０．００８１

０．８５０３ －０．４９４６ ０．１８００ －２２．９７８３ ０．０００１ －０．０００２ ０．００００ ０．０１４７ ０．００２２ ０．０１００
０．４７９４ ０．８６８９ ０．１２３１ ２９．４０５９－０．０００２ －０．０００２ ０．０００３ ０．０１７８ ０．０１８１ ０．０２０７ ０．０２３６

－０．２１７３ －０．０１８４ ０．９７５９ －２．２８７２－０．０００２ －０．０００２ －０．０００１ ０．００３６－０．００９０ ０．０１３４
－０．０００４ ０．０００２ －０．００００ ０．００２４－０．００７８ ０．０００１
０．０００１ ０．０００１ －０．０００５ －０．０１３４－０．０２６２ －０．０１０２

文献[１２]

算法

０．０００５ ０．０００５ ０．０００１ －０．０１２８ ０．０１５５ ０．０００４
－０．０００２ ０．０００２ ０．０００３ －０．００３２ ０．０１０９ －０．０１１０

０．８５０３ －０．４９４６ ０．１８００ －２２．９７７４ ０．０００１ －０．０００２ ０．００００ ０．００８９ ０．００４０ ０．０１００
０．４７９４ ０．８６８９ ０．１２３１ ２９．４０１５－０．０００２ －０．０００２ ０．０００３ ０．０１２４ ０．０１２８ ０．０２６０ ０．０２５１

－０．２１７３ －０．０１８４ ０．９７５９ －２．２９７１－０．０００２ －０．０００２ －０．０００１ －０．００１５－０．０１４１ ０．０１８８
－０．０００４ ０．０００２ －０．００００ －０．００２１－０．００４７ ０．００００
０．０００１ ０．０００１ －０．０００５ －０．０１８８－０．０３１５ －０．００４８

表３　从两相邻测站提取的８对同名线状特征

Tab．３　EightLinearFeaturesExtractedfrom NeighborStations

线段

编号

基准测站 待配准测站

起点坐标 终点坐标 起点坐标 终点坐标

x/m y/m z/m x/m y/m z/m x/m y/m z/m x/m y/m z/m
１ －９．１５４ ９．５８３ ７．８８５ －４．９３２ ９．４１６ ７．８８７ －１１．３５２ ５．７８６ ８．１９９ ５．４９３ ６．８４２ ４．９６８
２ －１４．８２６ －１．０２１ ７．８８０ －１４．４４３ ９．２０７ ７．８８０ －１１．５２１ －５．１７４ ９．６１６ －１２．４２３ ５．１３５ ８．４７９
３ ４．６５３ ８．４７４ ７．８９４ ４．２４４ －１．７６９ ７．８９１ ６．２９９ ６．３５４ ４．８８０ ７．６１０ －８．８１５ ６．５６３
４ －１４．８３２ －１．１５９ ７．８８０ ４．２５３ －１．９０７ ７．８９１ －７．９４４ －４．９３２ ８．９３０ －２．６１１ －４．５８０ ７．９０２
５ －５．７５７ －１．５１６ ７．９００ －５．７５３ －１．５４４ ３．２２５ －２．６１８ －４．５７８ ７．９２４ －３．８１０ －５．４０５ １．４１５
６ －５．９７５ －７．０８６ ７．９０２ －５．９６９ －７．０７７ ２．９９４ －２．１６０－１０．０９８ ８．４７２ －３．０１２ －１０．６７４ ３．８３０
７ ４．６６８ ９．０１６ ２．８１６ ４．６７５ ９．００５ ７．８４７ ５．３３３ ６．２７０ －０．１４７ ６．２５７ ６．８９０ ４．８４２
８ －１４．８３０ －１．１５９ ７．８４１ －１４．８２４ －１．１９２ ２．７６５ －１１．５３０ －５．１５５ ９．５７４ －１２．５２９ －５．８７２ ４．０９６

表４　线状特征约束下基于四元数的LiDAR点云配准结果及其与现有算法运行结果的对比(实验２)

Tab．４　ResultsComparisonoftheProposedAlgorithmandReference[１２](Experiment２)

测试

方案
旋转矩阵R 平移T/m

配准后同名特征的

单位方向向量偏差
线状特征的矩偏差及其中误差

Δlx Δly Δlz Δmx/m Δmy/m Δmz/m mΔm

本文

算法

０．０００１ ０．００１８ ０．００００ －０．０１３３ ０．０１００ －０．０１４２
－０．０００４ ０．００００ ０．００１１ ０．００５５ ０．０１３８ －０．０００１

０．９７５９ ０．１０２３ －０．１９２８ －１．２０６５－０．００１０ ０．００００ －０．００１９ －０．００３３ ０．０００６ ０．００５２
－０．１２３４ ０．９８７２ －０．１００９ ３．４７０８－０．００００ －０．００１２ ０．０００７ ０．００８０－０．００１６ －０．００４０ ０．０１８２
０．１８００ ０．１２２３ ０．９７６０ １．２０７５－０．０００２ －０．００４１ ０．００００ ０．０２３２－０．００１２ ０．０２３３

０．０００３ ０．０００８ ０．００００ －０．００６９ ０．００７６ －０．００２８
０．０００７ －０．００１１ －０．００００ ０．００１８ ０．００１６ －０．０１１９

－０．０００２ －０．０００８ ０．００００ －０．０１３３ ０．０１００ －０．０１４２

文献[１２]

算法

０．０００１ ０．００１８ ０．００００ －０．０１３６ ０．００３２ －０．０１２３
－０．０００４ ０．００００ ０．００１１ ０．０１２２ ０．０１３５ －０．００３０

０．９７５９ ０．１０２３ －０．１９２８ －１．２０５６－０．００１０ ０．００００ －０．００１９ －０．０１００ ０．０００８ ０．００５１
－０．１２３４ ０．９８７２ －０．１００９ ３．４７３５ ０．００００ －０．００１２ ０．０００７ ０．００７８－０．００８４ －０．０００６ ０．０１９３
０．１８００ ０．１２２３ ０．９７６０ １．２１５２－０．０００２ －０．００４１ ０．００００ ０．０２６６－０．００２８ ０．０２３３

０．０００３ ０．０００８ ０．００００ －０．００２６ ０．００６０ －０．００２８
０．０００７ －０．００１１ ０．００００ －０．０００１ ０．００１６ －０．０１１９

２８３１



　第４３卷第９期　　　　　王永波等:直线特征约束下利用Plücker坐标描述的LiDAR点云无初值配准方法

３　结　语

作为现实中最为常见的几何特征之一,线状

特征的引入将为 LiDAR点云的配准提供更为丰

富的 约 束 条 件 以 及 更 为 可 靠 的 质 量 保 证.

Plücker直线坐标的引入克服了经典的向量代数

在线状特征表达与描述中的多样性问题,为 LiＧ
DAR点云配准算法的设计提供了便利.最为重

要的是,本文算法的运行无需事先确定配准参数

的初值,避免了多元函数的线性化过程,解除了参

数结果对于迭代初值的依赖,克服了迭代法在求

解大转角相似变换参数时的算法不稳定问题.
需要指出的是,作为空间相似变换的一个特

例,刚体变换的应用领域仍然存在较大的局限性,
因此,进一步工作将着眼于如何在本文的算法模

型中引入缩放系数,构建线状特征约束下三维空

间相似变换的无初值求解模型,为其在多源数据

融合中的进一步应用提供理论基础.

参　考　文　献

[１]　HornBK．ClosedFormSolutionofAbsoluteOrienＧ

tationUsingOrthonormalMatrices[J]．Journalof
OpticalSocietyof America,SeriesA,１９８８,５
(７):１１２７Ｇ１１３５

[２]　Arun K S,Huang T S．LeastＧSquaresFittingof

Two３DPointSets[J]．IEEETransPatternAnalＧ

ysisand MachineIntelligence,１９８７,９(５):６９８Ｇ

７００
[３]　Horn B K．ClosedＧForm Solution of Absolute

OrientationUsing UnitQuaternions [J]．Journal
ofOpticalSocietyofAmerica,SeriesA,１９８７,４
(４):６２９Ｇ６４２

[４]　ShenY Z,Chen Y,Zheng D H．A QuaternionＧ

Based Geodetic Datum Transformation Algorithm
[J]．JournalofGeodesy,２００６,８０:２３３Ｇ２３９

[５]　WalkerM W,ShaoL,VolzR A．Estimating３D

LocationParameters Using DualNumberQuaterＧ

nions[J]．CVGIP:ImageUnderstanding,１９９１,

５４(３):３５８Ｇ３６７
[６]　ProškováJ．ApplicationofDualQuaternionsAlgoＧ

rithm for Geodetic Datum Transformation [J]．

Journalof Applied Mathematics,２０１１,４(２):

２２５Ｇ２３６
[７]　ProškováJ．DiscoveryofDualQuaternionsforGeoＧ

desy [J]．Journalfor Geometryand Graphics,

２０１２,１６(２):１９５Ｇ２０９
[８]　GongHui,JiangGangwu,JiangTing,etal．CloseＧ

Form Solutionof Absolute Orientation Basedon
DualQuaternion[J]．JournalofGeomaticsScience
andTechnology,２００９,２６(６):４３４Ｇ４３８(龚辉,江

刚武,姜挺,等．基于对偶四元数的绝对定向直接

解法[J]．测绘科学技术学报,２００９,２６(６):４３４Ｇ
４３８)

[９]　Wang Yongbo,Wang Yunjia,Wu Kan,etal．A
DualQuaternionＧBased,ClosedＧForm PairwiseReＧ

gistrationAlgorithmforPointClouds[J]．ISPRS
JournalofPhotogrammetryandRemoteSensing,

２０１４,９４:６３Ｇ６９
[１０]HabibA,MwafagG,MichelM,etal．PhotogramＧ

metricandLiDAR DataRegistrationUsingLinear
Features[J]．PhotogrammetricEngineering& ReＧ
moteSensing,２００５,７１(６):６９９Ｇ７０７

[１１]DaniilidisK．HandＧEyeCalibrationUsingDualQuaＧ
ternions[J]．TheInternationalJournalofRobotics
Research,１９９９,１８(３):２８６Ｇ２９８

[１２]WangYongbo,YangHuachao,LiuYanhua,etal．
LinearＧFeatureＧConstrained RegistrationofLiDAR
PointCloudviaQuaternion[J]．GeomaticsandInＧ

formationScienceofWuhanUniversity,２０１３,３８
(９):１０５７Ｇ１０６２(王永波,杨化超,刘燕华,等．线

状特征约束下基于四元数描述的 LiDAR点云配准

方法[J]．武汉大学学报∙信息科学版,２０１３,３８
(９):１０５７Ｇ１０６２)

[１３]RenaudinE,HabibA,KerstingA．FeaturedＧBased
RegistrationofTerrestrialLaserScanswith MiniＧ
mum Overlap Using Photogrammetric Data[J]．
ETRIJournal,２０１１,３３(４):５１７Ｇ５２７

[１４]HeF,HabibA．AClosedＧFormSolutionforCoarse
RegistrationofPointCloudsUsingLinearFeatures
[J]．JournalofSurveyandEngineering,２０１６,

１４２(３):０４０１６００６,DOI:１０．１０６１/ (ASCE)SU．
１９４３Ｇ５４２８．００００１７４

[１５]ShengQinghong,ChenShuwen,LiuJianfeng,et
al．LiDAR Point Cloud Registration Based on
PlückerLine[J]．ActaGeodaeticaetCartographica
Sinica,２０１６,４５(１):５８Ｇ６４(盛庆红,陈姝文,柳建

锋,等．基 于 Plücker直 线 的 LiDAR 点 云 配 准 法

[J]．测绘学报,２０１６,４５(１):５８Ｇ６４)
[１６]Khoshelham K．ClosedＧFormSolutionsforEstimaＧ

tinga Rigid Motionfrom PlaneCorrespondences
Extractedfrom PointClouds[J]．ISPRSJournal
ofPhotogrammetryandRemoteSensing,２０１６,

１１４:７８Ｇ９１
[１７]ZhengDehua,YueDongjie,YueJianping．GeomeＧ

tricFeatureConstraintBased AlgorithmforBuilＧ
dingScanningPointCloud Registration[J]．Acta
GeodaeticaetCartographicaSinica,２００８,３７(４):

４６４Ｇ４６８(郑德华,岳东杰,岳建平．基于几何特征

３８３１



武 汉 大 学 学 报 􀅰 信 息 科 学 版 ２０１８年９月

约束的建筑物点云配准算法[J]．测绘学报,２００８,

３７(４):４６４Ｇ４６８)
[１８]Pottmann H,Hofer M,OdehnalB,etal．Line

Geometryfor３DShapeUnderstandingandReconＧ
struction[C]．European Conferenceon Computer
Vision,Prague,CzechRepublic,２００４

ALinearFeaturesＧConstrained,PlückerCoordinatesＧBased,ClosedＧForm
RegistrationApproachtoTerrestrialLiDARPointClouds

WANGYongbo１,２　WANGYunjia１,２　SHEWenwen１,２　HANXinzhe１,２

１　KeyLaboratoryforLandEnvironment& DisasterMonitoringofNASG,ChinaUniversityofMining& Technology,

Xuzhou２２１１１６,China

２　JiangsuKeyLaboratoryofResourcesandEnvironmentalInformationEngineering,Xuzhou２２１１１６,China

Abstract:Consideringthatthelowaccuracyofextractedpointfeaturesmayaffecttheseamlessfusion
ofpointcloudsfromtwoneighborstations,andbyusingtraditionaliterativeＧformsolutionstoimpleＧ
mentpointcloudsregistration,thelargeamountofcomputerresources,thehighdependenceoniniＧ
tialvaluesofunknownparameters,anditstheoreticalinstabilityinsolvingtransformationparameters
forlargeＧangleregistrationcanhardlybeneglected．Toalleviatetheaboveproblems,alinearfeaturesＧ
based,closedＧformsolutiontoregistrationofpairwiseterrestrialLiDARpointcloudsisproposed,in
whichPlückercoordinatesisintroducedtorepresentlinearfeaturesin３Dspace．APlückercoordinateＧ
basedobjectfunctionisfirstintroducedontheassumptionoftheconsistencyofeachconjugatelinear
featuresfromthetwoneighborstationsafterregistration．Basedonthetheoryofleastsquaresandby
extremevalueanalysisoftheerrornorm,detailedderivationsofthemodelandthemainformulasare
allgiven．Experimentsshowthattheproposedalgorithmisjusttheoneexpected,thelinearizationof
multivariatefunctionisneglectedintheimplementation,anditrunswellwithoutinitialestimatesof
unknownparameters,whichassuresthestabilityinsolvingtransformationparametersforlargeＧangle
registrationproblems．Furthermore,byemployinglinearfeaturesasregistrationprimitives,random
errorsmaybegreatlydecreasedbyfittingcontrasttopointfeaturesbasedregistrationalgorithms．
Keywords:registration;rigidtransformation;Plückerlinecoordinates;dualquaternions;linearfeaＧ
tureconstrained
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