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摘　要:对三维坐标转换的高斯Ｇ赫尔默特(GaussＧHelmert,GH)模型,采用牛顿Ｇ高斯(NewtonＧGauss)迭代算

法构建了该模型的拉格朗日目标函数,推导了其解算方法,并给出了具体的计算步骤.在此基础上,考虑到可

能出现的粗差对观测空间与结构空间的综合影响,基于标准化残差构造权因子函数,推导了该模型的抗差解

法.仿真实验结果表明,GH 模型用于三维坐标转换时不受旋转角度大小和其他附加条件限制,解算结果与

现有算法一致,且估计参数的维数大大降低,计算效率有一定程度的提高;所提出的抗差解法效果良好,与现

有基于整体最小二乘的三维坐标转换的抗差解法相比,表现出了更好的稳健性.
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　　三维坐标转换是测绘科学领域的一个重要问

题[１Ｇ３],经典方法采用诸如布尔萨Ｇ沃尔夫模型

(BursaＧWolf)、莫洛坚斯基模型(Molodensky)和
武测模型等[４],建立高斯Ｇ马尔科夫模型(GaussＧ
Markov,GM),基于最小二乘(leastsquares,LS)
准则进行参数估计[５].虽然采用 GM 模型进行

LS估计可以对参数进行有效估计,但考虑到三维

坐标转换本质上是一个拟合问题,其系数矩阵同

样存在随机误差,经典 LS方法难以获得三维坐

标转换参数的最优估值[６].误差变量模型(erＧ
rorsＧinＧvariables,EIV)及整体最小二乘估计方法

(totalleastsquares,TLS)的提出为解决这一问

题提供了一条有效途径[７Ｇ１０].
引入 TLS进行三维坐标转换,采用 BursaＧ

Wolf模型,由于比例因子与旋转矩阵的非线性交

互影响,以及系数矩阵中固定列的存在,难以获得

其标准EIV 模型.通过建立部分误差变量模型

(partialerrorsＧinＧvariables,PEIV)或虚拟观测值

模型,可以解决上述问题[１１Ｇ１４].高斯Ｇ赫尔默特

(GaussＧHelmert,GH)模型是EIV模型的一般性

表达,其对于函数关系的处理不需要强加限制条

件,采用 GH 模型建立 BursaＧWolf模型,理论上

同样可以解决上述问题[１５Ｇ１７].文献[１７]给出的

GH 模 型 简 洁,本 文 基 于 牛 顿Ｇ高 斯 (NewtonＧ

Gauss)迭代算法,推导了其解算方法.
同时,考虑到观测向量和系数矩阵中可能存

在粗差,有必要进一步研究EIV模型中粗差的处

理方法.基于LS估计的粗差处理方法总体上可

分为两类:(１)将粗差归于函数模型,研究粗差探

测方法[１８Ｇ１９];(２)将粗差归于随机模型,研究抗差

估计方法[２０Ｇ２１].将相关研究扩展至 TLS领域,学
者们也进行了一些有益的探讨,尤其是关于 TLS
的抗差估计方法———稳健加权整体最小二乘估计

(robustweightedtotalleastsquares,RWTLS)[２２Ｇ２５].
文献[２２Ｇ２５]主要采用残差进行权因子函数的构造,
无法顾及结构空间的影响.文献[２６]采用标准化

残差构造权因子函数,提出的 RWTLS算法实现

了对观测空间和结构空间同时抗差,取得了更为

理想的效果.本文在推导文献[１７]给出的 GH
模型的基本解法的基础上,借鉴文献[２６]的思路,
推导该模型的残差协因数阵的表达式,获得标准

化残差,并构造权因子函数,实现三维坐标转换参

数的抗差估计.

１　三维坐标转换的GH模型及其解
法

　　三维坐标转换的 GH 模型可以表示为[１７]:
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式中,X Y Z[ ] T 和 eX eY eZ[ ] T 分别为目

标 坐 标 系 下 的 观 测 向 量 和 其 随 机 误 差;

x y z[ ] T 和 ex ey ez[ ] T 分别为原坐标系

下的观测向量和其随机误差;X０ Y０ Z０[ ] T 为

平移参数;μ 为尺度参数;M 为旋转矩阵,且

M ＝M３M２M１＝
cosα３ sinα３ ０
－sinα３ cosα３ ０

０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

􀅰

cosα２ ０ －sinα２

０ １ ０
sinα２ ０ cosα２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

􀅰
１ ０ ０
０ cosα１ sinα１

０ －sinα１ cosα１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

其中,α１、α２ 和α３ 为旋转参数.
基于 NewtonＧGauss法,采用非线性最小二

乘法,对待估参数 X０,Y０,Z０,μ,α１,α２,α３( ) 进行

迭代计算[１０].设第i次迭代计算后获得的参数

估值为 Xi
０,Yi

０,Zi
０,μi,αi

１,αi
２,αi

３( ) ,预 测 残 差 为

ei
x,ei

y,ei
z( ) (上标i为迭代次数).对式(１)等式

右端在((Xi
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处进行泰勒级数展开,并保留一阶项:
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, X ＝

X０ Y０ Z０ μ α１ α２ α３[ ] T,对式(２)进行

整理得:

X２－e２＝ μiMiX１＋ΔXi
０( ) ＋AidX－μiMie１
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式中,
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dX＝ dX０ dY０ dZ０ dμ dα１ dα２ dα３[ ] T;

e１＝ ex　ey　ez[ ] T.

　　采用式(３)构建加权整体最小二乘问题的拉格

朗日目标函数Φ:

Φe１,e２,X,K( ) ＝eT
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式中,K 为拉格朗日乘子;Q１ 和Q２ 分别为e１ 和

e２ 的协因数阵.不考虑e１ 和e２ 的相关性,则观

测值的协因数阵可表示为:
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　　通过构建的拉格朗日必要条件推导目标函数

的解,对各变量求导并令导数为零:
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式(６)~(９)中,上标^代表估计值;~代表预测

值.
由式(６)、(７)和(９)得:
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　　 令 Li ＝X２ －μiMiX１ －ΔXi
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μiMiQ１ Mi( ) Tμi,由式(１０)得:
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　　将式(１１)代入式(８),得:

Ai( ) T Qi
c( ) －１ Li－Aid̂X( ) ＝０ (１２)

则待求参数的改正数 d̂X 在第i＋１次迭代的估

值为:

d̂Xi＋１＝ Ai( ) T Qi
c( ) －１Ai( ) －１ Ai( ) T Qi

c( ) －１Li

(１３)

　　更新的参数向量为:

X̂i＋１ ＝̂Xi＋d̂Xi＋１ (１４)

　　将式(１１)代入式(６)、(７),得到第i＋１次迭

代的预测残差向量:
􀭴ei＋１

１ ＝ －Q１ Mi( ) Tμi Qi
c( ) －１ Li－Aid̂Xi＋１( ) (１５)
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　　将式(１４)和式(１５)获得的更新后的参数向量

１２３１



武 汉 大 学 学 报 􀅰 信 息 科 学 版 ２０１８年９月

和原坐标系统下坐标值的预测残差代入式(１３)进
行下一次迭代,直到‖d̂Xi＋１‖＜ε０(ε０ 为阈值,取

ε０＝１×１０－１０),终止迭代,以获得最终的参数估

值X̂ 和残差项􀭴e１ 和􀭴e２.

不考虑极小项残差Aid̂Xi＋１,由式(１５)和式

(１６),可得验后单位权方差:
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１ 􀭴e１＋􀭴eT
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cL＋LTQ－１
c Q２Q－１

２ Q２Q－１
cL
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LTQ－１

cL
３n－７

(１７)

式中,n 为参与计算的公共点位个数.由于迭代

过程完成,所有符号的右上标去除.

２　三维坐标转换的GH模型的抗差
解法

　　基于等价权抗差原理进行参数的抗差估计,
需要构建检验量,其关键在于残差向量的协因数

阵的推导.
由式(１５)和式(１６)得到第i＋１次迭代的预

测残差向量:
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式中,为了方便起见,用C、D、R 代替对应位置的

矩阵.则第i＋１次迭代的预测残差向量的协因

数阵为:
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　　由式(１３)和(１８)可得:
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式中,用F 代替对应位置的矩阵.则Ri＋１的协因
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　　将式(２３)代入式(２１),并将式(２１)代入式

(１９),即得到预测残差协因数阵的表达式.由于

上述推导过程获得的预测残差协因数阵与迭代过

程中的参数和系数阵残差有关,故预测残差协因

数阵需要在迭代中不断更新.
在此基础上,对式(１８)中的预测残差进行标

准化:

􀭹vj ＝
vj

σ０ qvj
( )

　 qvj ≠０( ) (２４)

式中,􀭹vj 为标准化残差向量􀭾V 中的第j 个元素;

vj 表示预测残差向量V 中的第j个元素;σ０ 为单

位权中误差;qvj
为残差协因数阵QV 中对角线上

第j个元素.σ０ 由中位函数计算,可表示为:

σ０＝med
n

j＝１
|vj/ qvj |( )􀅰１．４８２６ qvj ≠０( )

(２５)

　　因为标准化残差进行抗差估计可选的权因子

函数众多[２７],本文采用IGG Ⅲ权因子函数,为了

计算方便,采用其对应协因数因子函数Rjj
[２６]:

Rjj ＝
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ï
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式中,第３段理论上应该为无穷大,为了方便计

算,可采用极大值替代(如１×１０１０),可满足实际

要求;k０取为２．０~３．０;k１取为４．５~８．５[２７].采用

双因子模型,由式(２６)可得观测向量和系数矩阵

中观测值的等价协因数:
􀭵qjk ＝qjk Rjj Rkk (２７)

式中,􀭵qjk 和qjk 分别为观测值的等价协因数阵􀭺Q
和协因数阵Q 中对应位置元素.采用􀭺Q 替代Q,
构建类似于式(４)的加权整体最小二乘问题的拉

格朗日目标函数,对各变量求导并令导数为零,类
似于式(６)~(９),可得第i＋１次迭代的待求参数

抗差估计的改正数为:

d􀭺X
^

i＋１＝ Ai( ) T 􀭺Qi
c( ) －１Ai( ) －１ Ai( ) T 􀭺Qi

c( ) －１Li

(２８)
式中,􀭺Qi

c＝􀭺Q２＋μiMi􀭺Q１ Mi( ) Tμi.采用类似于

式(１３)~(１５)的迭代过程,在给定的阈值条件下,
可获得参数的最终估计值及其精度评定指标.

３　算例分析

设有均匀分布的２５个点,原坐标系下坐标为
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(x１,y１,z１);坐标转换的７参数分别为平移参数

(X０,Y０,Z０)＝(１０００,１０００,１０００)m;尺度因子

μ＝２．０;旋转参数(α１,α２,α３)＝(１．０,０．５,１．５)

rad;计算得到目标坐标系下的坐标为(x２,y２,

z２).
随机选择１８个点作为公共点,另外７个点作

为检验点.采用正态分布函数,对公共点在原坐

标系和目标坐标系下的坐标真值加入不等精度的

随机误差,其数学期望为０,标准差在０~０．０５m
间随机产生,表示为(dx１,dy１,dz１)、(dx２,dy２,

dz２),进而获得１８个点在两套坐标系下的仿真坐

标(x１＋dx１,y１＋dy１,z１＋dz１)、(x２＋dx２,y２

＋dy２,z２＋dz２).粗差的位置随机产生,大小为

标准差的５~２０倍,加入粗差个数分别为１、３、５.
同样,对７个检验点在原坐标系下的坐标真值加

入随机误差,随机误差的产生方式与公共点相同,
并保留其在目标坐标系下的坐标真值,用于分析

不同方案的性能;仿真次数为５００.
采用６种方案进行参数估计,无粗差情况下:

(１)方案１,经典最小二乘算法(LS);(２)方案２,
文献 [１４]提 出 的 通 用 整 体 最 小 二 乘 算 法

(WTLS);(３)方案３,本文提出的基于 GH 模型

的整体最小二乘算法(GHＧWTLS).有粗差情况

下:(４)方案４,本文提出的基于 GH 模型的整体

最小二乘算法(GHＧWTLS);(５)方案５,采用文

献[２４]提出的 RWTLS方法对 GH 模型进行参

数估计(RWTLS);(６)方案６,本文提出的 GH 模

型的抗差估计算法(GHＧRWTLS).

表１~３分别给出了加入不同数目粗差、６种

方案求得的参数估值的均方根误差.可知:(１)方
案２和３的均方根误差明显小于方案１.即不含

有粗差时,WTLS方法的估计结果优于 LS,说明

了整体最小二乘顾及系数矩阵中随机误差的合理

性;(２)方案２与方案３的各项指标一致,说明了

本文方法的正确性,且本文方法较文献[１４]的方

法,估计参数数目由６１个减少至７个,矩阵计算

维数大大降低;(３)比较方案３与方案４,受粗差

影响,方案４参数估值的均方根误差明显增大,即
整体最小二乘算法抵抗粗差的能力较差;(４)方案

５、６与方案４相比较,参数估值的均方根误差得

到了不同程度的减小,即采用抗差估计方法可以

削弱粗差对参数估值的影响,提高估计精度;
(５)无论加入几个粗差,方案６估值的精确度均优

于方案５,且随着粗差的增多,优势更为明显.主

要是由于在非等精度观测值条件下,方案５构建

的检验量未顾及结构空间的影响.进一步比较方

案５、６,图１给出了加入３个粗差时,方案５、６的

参数估计值与真值的差值序列,方案６对应的序

列收敛程度明显优于方案５,参数估值更为稳健.
为了检验上述不同粗差个数条件下、不同方

案求得的转换参数的外符合精度,对７个检查点

(无粗差)进行坐标转换,并与对应的目标坐标下

的坐标真值进行对比.重点比较方案５和方案６
的转换结果,表４~６分别给出了采用在１个粗

差、３个粗差和５个粗差情况下求得的转换参数,
进行检查点坐标转换,以及在X、Y、Z３个方向上

表１　存在１个粗差时各方案的均方根误差对比

Tab．１　RootMeanSquareErrorsofEstimatedParametersforDifferentSchemeswithOneOutlier

方案 X０/m Y０/m Z０/m μ/(１０－５rad) α１/(１０－５rad) α２/(１０－５rad) α３/(１０－５rad)
方案１ １９．３０２１ １０．５７９６ １５．５８０１ ２．６００ １．５１０ １．１６０ １．７５０
方案２ ３．９２２１ ２．６６６３ ３．６１３２ ０．６３２ ０．４０５ ０．３５１ ０．３６６
方案３ ３．９２２１ ２．６６６３ ３．６１３２ ０．６３２ ０．４０５ ０．３５１ ０．３６６
方案４ ６．４７０３ ３．９８１９ ５．９３８８ １．０１０ ０．６４４ ０．５５７ ０．５７０
方案５ ４．５０２９ ３．１６３６ ４．３８１６ ０．６９６ ０．４５３ ０．４１０ ０．４５２
方案６ ４．１９４９ ２．９０７２ ４．１０６６ ０．６６６ ０．４３５ ０．３８２ ０．４０７

表２　存在３个粗差时各方案的均方根误差对比

Tab．３　RootMeanSquareErrorsofEstimatedParametersforDifferentSchemeswithThreeOutliers

方案 X０/m Y０/m Z０/m μ/(１０－５rad) α１/(１０－５rad) α２/(１０－５rad) α３/(１０－５rad)
方案１ １０．３０７９ １２．３４０７ １８．４７４０ １．４６０ １．３９０ １．７３０ １．１３０
方案２ ３．７５２９ ２．９５６４ ２．８４４９ ０．５０７ ０．２８９ ０．３１１ ０．４１７
方案３ ３．７５２９ ２．９５６４ ２．８４４９ ０．５０７ ０．２８９ ０．３１１ ０．４１７
方案４ ８．７９７８ ６．８８０５ ６．７０９９ １．２３０ ０．６６４ ０．７７０ ０．９５２
方案５ ７．０６８０ ５．７４４２ ５．８１０６ ０．９７８ ０．５９２ ０．６２８ ０．７９８
方案６ ４．６９５８ ３．８９６１ ３．９３１２ ０．６７１ ０．４０４ ０．４１３ ０．５１８

３２３１



武 汉 大 学 学 报 􀅰 信 息 科 学 版 ２０１８年９月

表３　存在５个粗差时各方案的均方根误差对比

Tab．３　RootMeanSquareErrorsofEstimatedParametersforDifferentSchemeswithFiveOutliers
方案 X０/m Y０/m Z０/m μ/(１０－５rad) α１/(１０－５rad) α２/(１０－５rad) α３/(１０－５rad)
方案１ １２．７４８６ １１．２１９６ １５．７６４９ ２．２５０ １．７９０ １．１５０ １．４００
方案２ ３．４１４０ ３．３８０１ ４．５７６３ ０．６１０ ０．４６９ ０．３８０ ０．４２４
方案３ ３．４１４０ ３．３８０１ ４．５７６３ ０．６１０ ０．４６９ ０．３８０ ０．４２４
方案４ １０．１７３６ １０．６００６ １４．１８４５ １．９６０ １．４８０ １．１２０ １．３２０
方案５ ８．９００８ ８．４６７６ １１．９１９８ １．５８０ １．２９０ ０．９５６ １．１１０
方案６ ６．０６４６ ６．０３９３ ７．９９９３ １．０９０ ０．８１８ ０．６３９ ０．７５７

图１　方案５和６估值与真值的差值序列(３个粗差)

Fig．１　DifferenceValuesBetweenTruthValuesandEstimatedResultsofSchemes５and６withThreeOutliers

的均方根误差.总体上,对于不同的粗差数目,采
用方案６得到的转换参数进行坐标转换,结果的

均方根误差小于方案５;且随着粗差数目的增加,
方案６的优势越显著,这与表１~３结果基本一

致,表明了方案６的内外符合性均优于方案５,具
有更好的抗差性能.

４　结　语

对三 维 坐 标 转 换 的 GH 模 型,本 文 采 用

NewtonＧGauss迭代算法,推导了该模型解算方

法.在此基础上,基于标准化残差构造权因子函
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表４　方案５和方案６计算检查点的均方根误差(１个粗差)/m
Tab．４　RootMeanSquareErrorsofCheckPointsforSchemes５and６withOneOutlier/m

方向 方案 点位１ 点位２ 点位３ 点位４ 点位５ 点位６ 点位７

X
方案５ ０．０７９２ ０．０８１３ ０．０７２９ ０．０７７６ ０．０８１５ ０．０８０３ ０．０８０３
方案６ ０．０７８４ ０．０８０３ ０．０７２４ ０．０７７１ ０．０８０８ ０．０７９０ ０．０７８７

Y
方案５ ０．０９６２ ０．０４０７ ０．０７６９ ０．０３９８ ０．０６５６ ０．０６８２ ０．０４１０
方案６ ０．０９５９ ０．０３９１ ０．０７７０ ０．０３８６ ０．０６５３ ０．０６８２ ０．０４０１

Z
方案５ ０．０８４８ ０．０５２２ ０．０６７５ ０．０５９８ ０．０７７６ ０．０８２８ ０．０５７３
方案６ ０．０８４７ ０．０５２２ ０．０６６８ ０．０５８３ ０．０７６４ ０．０８１９ ０．０５６１

表５　方案５和方案６计算检查点的均方根误差(３个粗差)/m
Tab．５　RootMeanSquareErrorsofCheckPointsforSchemes５and６withThreeOutliers/m

方向 方案 点位１ 点位２ 点位３ 点位４ 点位５ 点位６ 点位７

X
方案５ ０．０７８５ ０．０８１１ ０．０７３９ ０．０８２２ ０．０８２７ ０．０８０３ ０．０８２９
方案６ ０．０７７８ ０．０７８５ ０．０７１７ ０．０７８２ ０．０８０４ ０．０７８５ ０．０７８０

Y
方案５ ０．０９８７ ０．０４８１ ０．０８２７ ０．０４４６ ０．０６５１ ０．０７３０ ０．０４４９
方案６ ０．０９４６ ０．０４１９ ０．０７８４ ０．０３８７ ０．０６３９ ０．０７０７ ０．０３９２

Z
方案５ ０．０８９３ ０．０５６９ ０．０６８３ ０．０６１８ ０．０７６８ ０．０８３４ ０．０５９３
方案６ ０．０８７１ ０．０５２９ ０．０６６２ ０．０５７６ ０．０７６２ ０．０８２１ ０．０５７２

表６　方案５和方案６计算检查点的均方根误差(５个粗差)/m
Tab．６　RootMeanSquareErrorsofCheckPointsforSchemes５and６withFiveOutliers/m

方向 方案 点位１ 点位２ 点位３ 点位４ 点位５ 点位６ 点位７

X
方案５ ０．０８４４ ０．０９２２ ０．０８０６ ０．０８９３ ０．０８７３ ０．０９０７ ０．０９７６
方案６ ０．０７９７ ０．０８３５ ０．０７５０ ０．０８２１ ０．０８１３ ０．０８１６ ０．０８５５

Y
方案５ ０．１０４０ ０．０５７７ ０．０８７７ ０．０５２２ ０．０７２８ ０．０７９４ ０．０５７６
方案６ ０．０９７９ ０．０４７５ ０．０８３１ ０．０４１９ ０．０６９５ ０．０７２１ ０．０４６８

Z
方案５ ０．０９９５ ０．０６６１ ０．０７８１ ０．０７３４ ０．０８５４ ０．０８７９ ０．０６８１
方案６ ０．０９１９ ０．０６０１ ０．０７０８ ０．０６２１ ０．０７８９ ０．０８３５ ０．０６００

数,给出了该模型的抗差解法.通过理论推导和

仿真实验分析,可得出:(１)GH 模型不受限制条

件影响,适用于大角度的三维坐标转换问题,且相

较于文献[１４],解算结果完全一致,而待估参数的

数目大大降低,其计算效率有一定程度的提高;
(２)本文提出的抗差解法综合考虑了非等精度条

件下可能出现的粗差对观测空间与结构空间的影

响,仿真结果表现出了良好的稳健性.
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ThreeＧDimensionalCoordinateTransformationModelandIts
RobustEstimationMethodUnderGaussＧHelmertModel
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Abstract:ForthreeＧdimensionalcoordinatetransformation,it’simpossibleusingtheGaussＧMarkov
modeltoobtainoptimalparameterestimationfromthefunctionalmodelwitherrorinitscoefficient
matrix．Ontheotherhand,errorsＧinＧvariablesmodelhasdifficultyexpressingthefunctionalmodel,

andpartialerrorsＧinＧvariablesmodeliscomplexaswellastoomuchparameterstobeestimatedforthe
quasiＧobservationmethod．Therefore,GaussＧHelmertmodelisemployedforthreeＧdimensionalcoorＧ
dinatetransformation．ThetargetfunctionoftheproposedmodelisestablishedbasedonNewtonＧ
Gaussiterativealgorithm,andtheestimatedmethodanditsderivationprocedurealsoarepresentedin
thispaper．Beyondtheaboveprocess,weproposedanewrobustestimationmethodfortheproposed
model,whichisbasedonthenormalizedresidualerrorandtakestheinfluenceofgrosserroronboth
observationandstructurespacesintoconsideration．Meanwhile,derivationalprocessofstatisticaltests
anditerativealgorithmarepresented．ThesimulationexperimentresultsshowthattheproposedestiＧ
mationmethodhasthesameaccuracyasthetraditionalmethod,whichhasrobustwithangulardiＧ
mensionandotheradditionalconditions,butlessestimationparameters．Inaddition,thenewrobust
estimationmethodhaseffectiverobustnesswhencomparingwiththeotherexistingrobusttotalleast
squaremethodsforthecoordinatetransformation．
Keywords:３Dcoordinatetransformation;GaussＧHelmertmodel;totalleastsquares;normalizedreＧ
sidualerror;robustestimation
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