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摘　要:矢量空间数据的可用性取决于其空间位置不确定性,直接受控于点元位置误差的二维空间概率分布

模式.应用 GPSRTK技术,对选定测量点的空间位置进行重复观测,累积观测２０d,采用一维、二维正态分

布检验与数学模型拟合３种分析方法,研究了 GPSRTK测点误差空间概率分布模式.结果表明,GPSRTK
测点误差空间分布呈现为具有一定方向的二维正态分布形式,并且这种分布形式的显著性随着点元位置观

测时间的缩短而不断提升.所得到的 GPSRTK测点误差空间概率分布模式可为其测点误差空间分布影响

因素分析与数学预测模型构建奠定基础,并有助于推动矢量空间数据位置不确定性的理论研究.
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　　矢量空间数据利用点元、线元和面元描述空

间实体,在各领域得到了广泛应用.矢量空间数

据的位置不确定性具体表现为:点元用点位误差

二维空间分布模型描述;线元、面元则用误差分布

带描述,一般基于误差传播定律,结合点元误差二

维分布模式,通过数学推导获得[１].只有对矢量

空间数据的位置不确定性进行有效描述,才能保

证其产品在应用过程中的可靠性.点元位置的不

确定性直接影响线元、面元位置的不确定性[１Ｇ４],
因此深入研究点元误差分布模型是非常必要的.

近年来,点元误差分布模式研究主要集中在

数字化对点误差方面.早期研究表明,点元数字

化误差服从正态分布,随后有学者发现其服从

NL分布[５],近期多位学者得出其服从P≈１．６的

PＧ范分布[６].上述点元误差分布模式的研究对

象均为一维分布状况.在测量学领域,点元误差

模型的表示方法大都利用点位协方差阵推算

得到[７].
关于全球卫星导航系统(globalnavigation

satellitesystem,GNSS)的误差研究多集中在误

差影响因素分析与误差降低方法上[８].只有少数

学者对其测点误差概率分布形式开展了初步研

究,通过对 GPSRTK 测点数据的 X、Y、Z 坐标

分量进行分析,得出其误差分布形式既不符合正

态分布也不完全符合PＧ范分布的结论[９Ｇ１０].由

于 GNSS测点原理不同于传统测量方式,其点元

误差分布是否仍遵循以往的误差椭圆模式值得深

入研究.本文利用 GPSRTK 定位技术,对选定

测量点进行连续重复观测,采用一维、二维正态分

布检验与数学模型拟合等分析方法,研究了 GPS
RTK测点误差空间分布模式,为下一步开展点位

误差空间分布影响因素分析与数学预测模型构建

奠定基础.

１　实验数据获取

本次实验选择了两个实验场地(图１),一个

是某农业大学的实验田(实验场地１),另一个是

某大学实验楼楼顶(实验场地２).两个实验场地

距离约９６０m,地理坐标约为φ＝４３°４８′N,λ＝
１２５°２４′E.

影响 GPS测量数据质量的主要因素包括大

气层干扰、钟差、卫星星历误差、多路径效应、卫星

几何分布等[１１],其中与观测点相关的因素主要是
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图１　实验场地

Fig．１　TestSites

多路径效应和卫星几何分布.为了降低多路径效

应,观测点应远离强反射面;为了获得优化的卫星

几何分布,观测点应远离可能形成遮挡的地物.
实验场地１的面积为２km２左右,附近没有强反

射面,整个实验田只有玉米和大豆,观测点视野开

阔;实验场地２整体被厚度约１０mm 的黑色防水

橡胶毡覆盖,四周也没有强反射物,楼顶较高,可
确保观测点不被遮挡.

观测基线布设为１００m 左右,则基站与流动

站的多项系统误差具有强相关性,通过差分技术

可以有效削弱多项相关系统误差[１２],从而保证

GPSRTK点位测量数据尽可能只含有随机误差

项.由于两个实验场地的面积足够大,场地内部

被较低反射率地物所覆盖,观测站点距离邻近较

强反射性地物远大于５０m,因此多路径误差(短
基线观测时的主要系统误差)得到有效降低,可归

入随机误差[１３].
本次实验日期为２０１３年６月到１０月期间的

２０d,在实验场地１上观测１６d,在实验场地２上

观测４d,大致观测时间段为０９:００~１６:００.实

验使用仪器为SpectraPrecisionEpoch５０GPS,
手簿软件为 SurveyProV５．１,记录时间间隔为

２s,截止高度角为１０°.实验过程中将流动站接

收机固定在观测站点上,对选定观测点进行多次

重复观测获取样本数据.

２　数据分析方法

２．１　一维正态分布统计检验

选取时 间 为 ２０１３ 年 １０ 月 ９ 日 １３:００~
１４:００的观测数据,观察 GPSRTK点位测量随机

误差分布情况(图２),发现其分布存在两个极轴.
通过点位协方差矩阵计算误差椭圆的几何参量,
得到误差分布极轴的大致方向[１４].

为了深入分析点位测量误差在极轴方向上的

一维概率分布特性,将观测点阵在两个极轴方向

图２　GPSRTK观测点阵及正态置信椭圆

Fig．２　MeasuredPointsbyGPSRTKandthe
NormalConfidenceEllipse

上进行等距离散化处理.具体方法为:①旋转观

测点阵,使其分布的极轴方向与坐标轴方向重合;

②推算与９５％概率误差椭圆相切的矩形,矩形内

部的观测点阵为进行统计检验的样本数据;③将

矩形划分为２１个(条带数通过反复实验确定)平
行于极轴的等宽条带,利用这些条带将分析范围

内的观测点阵进行等距离散化,如图３所示.

图３　观测点阵离散化处理

Fig．３　DiscretizationProcessingoftheMeasuredPoints

将图３中纵横坐标两个方向(即长轴与短轴

方向)每个条带内的观测点阵作为分析对象,应用

Matlab软件中的 Lillieforstest检验函数对其进

行一维正态分布检验,统计所有条带的检验结果,
确定观测点阵在该方向上是否通过检验.设定某

方向上通过一维正态分布检验的衡量指标,用 N
表示:

N ＝
通过检验的条带个数
参与检验的条带总数

(１)

　　当N＞０．８５时,认定点位测量随机误差在某

方向上通过一维正态分布检验.长轴与短轴方向

通过一维正态分布检验的衡量指标分别用NL和

NS表示.当NL＞０．８５并且NS＞０．８５时,则认定

点位测量随机误差整体通过一维正态分布检验.

７５０１
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２．２　二维正态分布统计检验

二元正态分布检验方法至今没有形成普遍认

可的理论体系[１５Ｇ１６].目前,在SPSS、SAS等主流

专业统计软件中均不含有二元正态分布检验工

具[１７].R软件作为开源软件,其统计工具得到快

速更新,其中ICS程序包提供了两个分别基于峰

度和偏度统计量的多元正态分布检验函数[１８Ｇ１９],
用来检验多元变量的正态性.其中,峰度统计量

为两个散列矩阵间的比值,偏度统计量为两个位

置向量的马氏距离,它们采用的检验方法比传统

检验方法具有更高的分析效率[２０].本文选择基

于偏度统计量的检验函数对点位测量随机误差进

行二元正态分布的统计检验.

２．３　二维正态分布模型拟合

本文拟利用数学模型拟合方法,判断 GPS
RTK点位测量随机误差是否遵循二维正态分布,
具体步骤为:①将观测点阵进行网格化处理.既

需保证网格具有足够的密度,又需使网格较少出

现奇异值.②统计每个网格内观测点的个数,并
将其作为观测点频率分布值Z,每个网格中心作

为其位置坐标点(x,y).③利用 Matlab中的曲

面拟合函数对点位测量随机误差进行二维正态分

布模型 拟 合,本 文 用 到 的 二 维 正 态 分 布 模 型

函数为:

Z＝
C

２πσxσy １－ρ２
􀅰exp －１

２１－ρ２( )

x－μx( ) ２

σ２
x

－２ρ
x－μx( ) y－μy( )

σxσy
＋

y－μy( ) ２

σ２
y

é

ë
êê

ù

û
úú{ } (２)

式中,C 为选定概率对应的常数;σx、σy分别为随

机向量x、y 的中误差;μx、μy分别为x、y 的数学

期望;ρ为x 与y 的相关系数.
可决系数R２为度量模型拟合优度的主要指

标,本文将其用来评估二维正态分布模型拟合是

否成功.在实际模型拟合过程中,对于R２取多大

值才算拟合成功,国内外没有统一标准,需要根据

具体情况而定.本文设定:当R２≥０．８５时,即为

二维正态分布模型拟合成功.

３　结果与讨论

由于影响 GPSRTK点位测量误差的诸多因

素随观测时长发生变化,因此本文将观测数据按

照不同时长进行分组.在进行分组处理时,观测

时长过长将带来点位测量误差分布的不稳定性,
故将最长分组时长设定为６０min;同时,考虑到

正态分布检验需要一定数量的样本点,故５min
被当作最短分组时长.在观测过程中,某些时刻

无法得到固定解,为使分析结果具有代表性,选择

超过２/３观测时长且有固定解的数据组作为分析

对象.

３．１　一维正态分布统计检验

在 Matlab中,设定显著性水平α＝５％,对分

组观测数据进行一维正态分布统计检验.结合一

维正态分布检验衡量指标 N,构建一维正态分布

检验的整体通过率指标,用T 表示:

T＝
通过检验的分组个数
参与检验的分组总数 ×１００％ (３)

　　表１给出了不同观测时长的点位观测随机误

差一维正态分布检验结果.结果显示,在两极轴

方向上,各观测时长的点位测量随机误差一维正态

分布检验通过率都很高,其T 值均在９０％以上,长
轴的通过率比短轴略大;两者结合形成的一维正态

分布检验整体通过率也很高,其均值接近９０％,因
此从一维正态分布检验的角度可以推论GPSRTK
测点误差具有较为明显的正态分布特征.

表１　测点误差一维正态分布检验通过率(α＝５％)

Tab．１　TestPassingRatesofUnidimensionalNormal
DistributionforMeasuredPointsErrors(α＝５％)

观测时长
正态分布检验通过率T/％

长轴方向 短轴方向 长短轴结合

６０min ９３．９ ９２．７ ８７．８
３０min ９６．４ ９１．６ ８９．８
２０min ９４．５ ９４．１ ８９．８
１５min ９５．８ ９４．４ ９０．８
１０min ９５．６ ９６．０ ９２．６
５min ９２．０ ９０．７ ８４．３
均值 ９４．７ ９３．２ ８９．２

标准差 ２．６ ３．９ ８．１

　　文献[９Ｇ１０]得到的结论为 GPSRTK测量数

据误差既不符合一维正态分布,也不完全符合PＧ
范分布.该结论与本文截然不同,其产生的主要

原因是两者是在不同坐标体系下进行的测点误差

分布统计检验.如图２、图３所示,文献中的误差

分布统计检验对象是测点误差在南Ｇ北与东Ｇ西两

个方向上的坐标分量,而本文则将两个极轴方向

上的坐标分量作为统计检验的对象,显然两个坐

标系之间存在一定的角度.本质区别在于本文分

析的两个一维变量相互独立,由两个一维变量的

正态分布可以推论出二维联合正态分布;而上述

文献中没有考虑统计分析对象,因此其检验结果

难以反映测点误差的真实分布情况.
比较表１中的检验结果,发现观测时长从６０

min逐渐缩短到１０min过程中,点位观测随机误

差的一维正态分布检验整体通过率不断升高;而

８５０１
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从１０min到５min,则呈现下降趋势.形成这一

现象的原因可能是:在观测时长较长时,卫星几何

分布等因素呈现趋势性变化,则点位观测随机误

差存在较大变化;而在观测时长变短时,每一因素

的影响都较小且量级相当,造成的误差当属于偶

然误差[２１],因而具有较为显著的正态分布特征;
当观测时长缩短为５min时,由于观测点样本数

量已变得不足以完整体现误差的正态分布形式,
其检验通过率自然降低了.

３．２　二维正态分布统计检验

应用 R 软件中的多元正态分布检验函数对

点位观测随机误差数据进行二元正态分布统计检

验,显著性水平α设为５％.利用式(３)计算不同

分组时长的检验整体通过率;另外,为了分析点位

观测误差二维正态分布的稳定性,分别计算每天

的二维分布检验通过率,结果见表２.

表２　点位测量随机误差二维正态分布检验

整体通过率(α＝５％)

Tab．２　TestPassingRatesofTwoＧDimensionalNormal
DistributionforMeasuredPointsErrors(α＝５％)

观测日期
正态分布检验通过率T/％

６０min３０min２０min１５min１０min ５min
２０１３Ｇ０６Ｇ０４ ０．０ ７１．４ ６６．７ ６０．０ ６３．０ ８４．５
２０１３Ｇ０６Ｇ１９ ６６．７ ４２．９ ６３．６ ７１．４ ６８．２ ８３．３
２０１３Ｇ０６Ｇ２５ ３３．３ ５０．０ ８８．９ ７１．４ ６６．７ ９２．７
２０１３Ｇ０７Ｇ１０ ０．０ ３７．５ ３０．８ ４２．９ ６５．４ ７８．８
２０１３Ｇ０７Ｇ１１ １００．０ ６６．７ ５０．０ ５０．０ ５８．３ ５８．６
２０１３Ｇ０７Ｇ１２ ６６．７ ６３．６ ７２．２ １００．０ ８５．３ ９５．６
２０１３Ｇ０９Ｇ０４ １００．０ ２５．０ ４０．０ ４２．９ ７０．０ ７８．３
２０１３Ｇ０９Ｇ０９ ０．０ ６６．７ ７１．４ ６５．０ ６９．０ ８７．７
２０１３Ｇ０９Ｇ１１ ６６．７ ７７．８ ８０．０ ７５．０ ７１．０ ８８．６
２０１３Ｇ０９Ｇ１２ ３３．３ ６２．５ ７５．０ ７５．０ ７５．０ ８２．８
２０１３Ｇ０９Ｇ１６ ８３．３ ７６．９ ８３．３ ７９．２ ７８．９ ８２．９
２０１３Ｇ０９Ｇ１８ ５０．０ ８１．８ ８２．４ ６６．７ ９１．２ ９１．２
２０１３Ｇ０９Ｇ１９ ２５．０ ５５．６ ５４．５ ６６．７ ７８．６ ８６．０
２０１３Ｇ０９Ｇ２０ １６．７ ６０．０ ６８．８ ６５．０ ７０．６ ８４．７
２０１３Ｇ０９Ｇ２２ ５０．０ ３３．３ ６８．８ ５７．９ ６１．８ ７１．８
２０１３Ｇ０９Ｇ２４ ５０．０ ４０．０ ２８．６ ６０．０ ５０．０ ７０．６
２０１３Ｇ０９Ｇ２６ ０．０ ３７．５ ６３．６ ５８．３ ６６．７ ８０．４
２０１３Ｇ０９Ｇ２８ １００．０ １００．０ ８１．３ ７８．９ ８２．８ ８９．１
２０１３Ｇ０９Ｇ３０ ７５．０ ７７．８ ５０．０ ６８．８ ６０．０ ６９．６
２０１３Ｇ１０Ｇ０９ ０．０ ４４．４ ５７．１ ６１．１ ６０．０ ８３．３

标准差 ３５．９ １９．５ １７．２ １３．１ １０．１ ８．９
检验整体通过率 ４８．８ ５８．９ ６６．３ ６７．９ ７０．３ ８３．０

　　从表２可以看出,随着观测时长的缩短,点位

观测随机误差检验的整体通过率T 呈现不断升

高的趋势,由６０min时的４８．８％上升到５min时

的８３．０％,由此可以判断某些影响因素引起的系

统误差随着观测时间的变短会显著变小,而随机

误差逐渐占据主导地位.这一规律与一维正态分

布检验结果较为一致,两者的差异体现在:对于５
min观测时长分组数据,二维正态分布检验通过

率继续升高,而一维正态分布检验通过率则转为

降低,主要原因是在参与统计检验的测量数据中,
前者包括５min时段内的所有测量数据,而后者

则只含有每个条带内少量的测量数据.总之,根
据二维正态分布检验的整体通过率,也可以确定

GPSRTK测点随机误差分布具有二维正态分布

特性.
表２显示不同观测日的点位观测随机误差二

维正态分布检验通过率存在一定差异,特别是在

观测时长为６０min时,该差异较大.产生的原因

主要有:①有些观测日长时间没有固定解,导致该

天参与统计检验的分组数据特别少,容易出现极

端情况;②每天气象等外界环境条件差别较大,由
此产生的随机误差差别也就较大[８].随着观测时

长的逐渐变短,各日期之间通过正态分布统计检

验的差异也在不断缩小,变动标准差由６０min时

的３５．９％减小到５min时的８．９％,这时点位观测

随机误差的正态分布特征表现得愈加稳定.

３．３　二维正态分布模型拟合

在 Matlab中,利用式(２)对分组点位测量数

据进行二维正态分布模型拟合.应用可决系数

R２判断误差分布是否具有二维正态分布特征.
在此基础上,对各观测时长的测点误差拟合结果

进行统计分析,引入二维正态分布模型拟合整体

成功率指标进行评判,用F 表示:

F＝
成功拟合的分组个数
参与拟合的分组总数 ×１００％ (４)

　　对各观测时长的所有测点误差分组数据进行

拟合,统计结果见表３.表３显示,所有观测时长

的点位测量随机误差二维正态分布模型拟合的整

体成功率都超过９０％,并且R２均值都大于０．９５,
由此说明 GPSRTK点位测量随机误差较好地遵

循了二维正态分布规律.随着观测时长从 ６０
min逐步缩短至５min,模型拟合整体成功率呈现

不断上升的趋势;尽管R２整体水平很高,但也随

着观测时长的缩短呈现缓慢增加的趋势.值得注

意的是,因短时段内观测数据数量有限,则由此得

到的拟合结果可靠性不高;但本文最终结论综合

了３种方法的分析结果,因此具有较高的可信度.

　　利用二维正态分布模型拟合参数可以计算得

到误差椭圆的几何参量,其中椭圆的长、短半轴大

小是衡量点位测量随机误差大小的重要指标,分
别用E、F 表示,长、短半轴变动标准差分别用σE

和σF表示.表３统计了分布模型拟合成功时,利
用拟合参数计算得到的１σ 标准误差椭圆的长、
短半轴情况.表３显示,不同观测时长的E、F 均

值较接近,其标准差也较小,说明 GPSRTK的点
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位测量精度较为稳定,其随机误差空间分布情况

也很稳定.

表３　点位测量随机误差二维正态分布模型拟合结果

Tab．３　FittingResultsofTwoＧDimensionalNormal
DistributionforMeasuredPointsErrors

观测

时长

/min

拟合结果 １σ误差椭圆几何参量

拟合成功

率F/％
R２ E/mm F/mm σE/mm σF/mm

６０ ９３．９ ０．９６５ ３．５ ２．２ ０．７２１ ０．４４０
３０ ９７．６ ０．９６６ ３．７ ２．２ ０．９２３ ０．５１８
２０ ９７．６ ０．９７０ ３．７ ２．２ ０．８９５ ０．４８１
１５ ９７．９ ０．９８３ ３．８ ２．３ ０．９０２ ０．４５６
１０ ９９．４ ０．９７１ ３．７ ２．２ ０．９０３ ０．４６３
５ ９９．４ ０．９９０ ３．８ ２．３ ０．８６６ ０．５０５

３．４　应用分析

本文选择实验区２０１３年６月２５日１０:００~
１１:００期间的 GPSRTK点位测量数据进行随机

误差二维正态分布模型拟合(见图４),其中可决

系数R２＝０．９６７.在该时间段内,同时对一多边

形地物进行测量,获取矢量图形数据,如图５所

示.表４列出了模型拟合的结果以及依据拟合参

数计算的误差椭圆(置信概率为９５．６％,即２．５σ)
的相关参量(长轴与坐标纵轴方向夹角用θ 表

示).在此基础上,利用线元广义误差带构建多边

形矢量数据空间分布模型(详见文献[１]).图５
显示了多边形各顶点的误差椭圆和各条线段的误

差带,给出了多边形图形数据的空间位置不确定

性状况.

表４　GPSRTK测点误差模型拟合结果以及误差

椭圆的几何参量

Tab．４　FittingResultsofGPSRTK MeasuredPoints
ErrorsandGeometricElementsofErrorEllipse

拟合参数 ２．５σ误差椭圆几何参量

σx/mm σy/mm ρ E/mm F/mm θ/(°)

２．３３ ３．８７ ０．４５ １０．１５ ４．９６ ２０．２

图４　点位测量随机误差二维正态分布拟合结果

Fig．４　FittingResultsofTwoＧDimensionalNormalDistributionforMeasuredPointsErrors

图５　GPSRTK测绘多边形地物的图形数据随机

误差分布(置信概率为９５．６％)

Fig．５　ErrorZoneofPolygonFeatureSurveyedby
GPSRTK (ConfidenceProbabilityis９５．６％)

４　结　语

本文对 GPSRTK点位测量随机误差空间分

布模式进行了深入分析.采用的数学分析方法包

括一维与二维正态分布统计检验以及二维正态分

布模型拟合.

１)通过一维正态分布统计检验,发现在两个

极轴方向上,GPSRTK 点位测量随机误差分布

具有较好的一维正态分布特性;同时,正态分布特

性随着观测时长的逐步缩短而变得更加显著,这
种趋势在５min观测时长时发生逆转,主要原因

是由于条带内稀少样本数量造成一维正态分布统
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计检验难以通过.

２)二维正态分布统计检验的结果揭示了

GPSRTK点位测量随机误差具有较好的二维正

态分布特性,相比于一维正态分布统计检验,其检

验整体通过率相对差一些.二维正态分布检验整

体通过率也与观测时长密切相关,随着观测时长

的缩短,其整体检验通过率也在逐步提升.

３)采用模型拟合方法,得出 GPSRTK 点位

测量随机误差的正态分布模型拟合整体成功率在

９３．９％以上,R２平均值不小于０．９６５,并且随着观

测时长的逐步缩短,两项指标均呈现不断上升趋

势,说明测点随机误差空间分布与二维正态分布

模型之间具有很好的契合度.
综合上述３种方法的分析结果,可以得出

GPSRTK点位测量随机误差呈现为具有一定方

向的二维正态分布形式,并且这种分布形式的显

著性随着观测时长的缩短而不断提升.Santerre
提出,GPS卫星构型是测定点位置信椭圆方向的

决定性因素[２２].因此可以推论,GPSRTK 测点

误差分布形态形成的主要原因是 GPS卫星构型.
基于以上研究结论,通过 GPSRTK 点位测

量随机误差二维正态分布模型拟合,并结合 GPS
点位测量的影响因素分析,可以建立 GPSRTK
点位测量随机误差空间分布的通用预测模型.另

外,GPSRTK点位测量随机误差空间分布模型

也是建立线元和面元空间误差分布模型的理论基

础和研究前提,由此形成的线元和面元不确定性

空间分布模型就不再是基于前提假设的数学推

论,而是基于实际点元误差分布模式的实用模型,
因而具有较大的应用前景.
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Abstract:Thespatialpositionuncertaintyinfluencestheavailabilityofthevectorspatialdata,which
isdirectlycontrolledbythetwoＧdimensionalprobabilitydistributionmodelofthepoint’spositionerＧ
rors．ThispaperstudiesthespatialdistributionmodelofGPSRTKpositioningrandomerror,which
hasrepeatedlymeasuredtheselectedpointsfor２０days．ThentheoneＧandtwoＧdimensionalnormal
distributiontestsandtwoＧdimensionalnormaldistributionfittingareemployedtoanalyzethedistribuＧ
tionmodel．TheresultsshowthattheGPSRTKpositioningrandomerrorfitsdirectionaltwoＧdimenＧ
sionalnormaldistributionmodelandthesignificanceisenhancedconstantlyalongwiththeobservation
timeshorten．TheresearchresultscanbuildfoundationforanalyzingtheinfluencingfactorsofthedisＧ
tributionmodelofpositioningrandomerrorandestablishingthemathematicforecastingmodel．BeＧ
sides,contributetopromotethetheoreticalresearchofpositionuncertaintyforspatialvectordata．
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