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基于逆犞犲狀犻狀犵犕犲犻狀犲狊狕公式的测高重力
中央区效应精密计算

李厚朴１　边少锋１　纪　兵１　陈永冰１

１　海军工程大学导航工程系，湖北 武汉，４３００３３

摘　要：为提高利用逆 ＶｅｎｉｎｇＭｅｉｎｅｓｚ公式反演测高重力中央区效应的精度，视中央区为矩形域，将垂线偏

差分量表示成双二次多项式插值形式，引入非奇异变换，推导出了重力异常的计算公式。以低纬度区域２′×２′

的垂线偏差实际数据为背景场进行了计算，结果表明，当中央区包含４个网格时，传统公式与推导出的重力异

常计算公式误差的最大值大于１ｍＧａｌ。推导出的公式可为高精度测高重力中央区效应的计算提供理论依据。
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中图分类号：Ｐ２２３　　　　　文献标志码：Ａ

　　２０世纪７０年代，卫星测高技术的出现以及

多个卫星测高任务的顺利实施为人们获取全球海

域高精度、高分辨率的海面高数据提供了极大的

便利。利用卫星测高数据推求海域重力异常是卫

星测高在大地测量研究中的主要应用，国内外许

多学者对此进行了大量的研究，取得了丰富的研

究成果［１９］。其中，逆 ＶｅｎｉｎｇＭｅｉｎｅｓｚ公式法的

输入量为垂线偏差，而垂线偏差是由测高观测值

的一次差分求得，可以消除与地理位置相关的径

向轨道误差和长波海面地形等类似系统误差，同

时含有丰富的重力场高频成分，非常有利于高分

辨率海洋重力场的恢复。因此，逆ＶｅｎｉｎｇＭｅｉｎｅｓｚ

公式在测高重力反演中的应用较为广泛［１０］。

在计算点本身及其附近区域计算重力异常

时，积 分 区 域 包 含 计 算 点，导 致 逆 Ｖｅｎｉｎｇ

Ｍｅｉｎｅｓｚ公式中的积分奇异，本文称该积分区域

为中央区。Ｈｗａｎｇ
［５］将中央区视为圆域，推导出

了中央区重力异常的计算公式；常晓涛等［９］将中

央区视为方形域，推导出了中央区效应的计算公

式，指出中央区效应与奇异区内垂线偏差分量的

梯度及奇异区面积的大小有关。由于实际数据通

常为网格化分布，受子午线收敛的影响，中央区更

接近于矩形域，因此，将中央区视为圆域和方形域

的处理方法与数据真实分布情况并不相符，由此

产生的误差在高精度重力反演中能否忽略值得深

入研究。鉴于此，本文推导出了视中央区为矩形

域时的重力异常计算公式，并对导出公式和圆域

与方形域下传统公式的误差进行了分析比较。

１　逆犞犲狀犻狀犵犕犲犻狀犲狊狕公式的平面近

似形式

　　略去详细的推导过程，根据文献［５］，直接写

出逆ＶｅｎｉｎｇＭｅｉｎｅｓｚ公式如下：

Δ犵＝
γ０
４π

σ

犎′（ψ犘犙）（ξ犙ｃｏｓα犙犘 ＋η犙ｓｉｎα犙犘）ｄσ

（１）

式中，γ０ ＝９７９．８Ｇａｌ为地球平均重力；α犙犘 代表

流动点犙 至计算点犘 的方位角；ψ犘犙 为犘 、犙之

间的球面距离；ξ犙 和η犙 分别代表流动点犙 处的

垂线偏差在子午圈方向和卯酉圈方向上的分量；

犎′（ψ犘犙）为积分核函数，其表达式为：

犎′（ψ犘犙）＝－
ｃｏｓψ

犘犙

２

２ｓｉｎ２ψ
犘犙

２

＋

ｃｏｓψ
犘犙

２
（３＋２ｓｉｎψ

犘犙

２
）

２ｓｉｎψ
犘犙

２
（１＋ｓｉｎψ

犘犙

２
）

（２）

　　为对中央区进行计算，首先定义以计算点犘

为原点的局部切平面直角坐标系，如图１所示，狓
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轴指向北极，狔轴指向东，且狓狔平面在犘 点与地

球表面相切，犙（狓，狔）为中央区内流动的积分点，

犾为计算点与流动点的平面距离。由图１可知：

图１　局部坐标系示意图

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅＳｋｅｔｃｈＭａｐｏｆｔｈｅＬｏｃａｌＣｏｏｒｄｉｎａｔｅＳｙｓｔｅｍ

ｃｏｓα犙犘 ＝－
狓
犾

ｓｉｎα犙犘 ＝－
狔

烅

烄

烆 犾

（３）

式中，犾＝ 狓２＋狔槡
２ 。

当积分区域比较小时，球面角距ψ犘犙 可以简

化为：

ψ犘犙 ≈
犾
犚

（４）

则式（１）中的积分核函数可以简化为：

犎′（ψ犘犙）≈－
ｃｏｓψ

犘犙

２

２ｓｉｎ２ψ
犘犙

２

＋

３ｃｏｓψ
犘犙

２

２ｓｉｎψ
犘犙

２

≈－

１

２（ψ
犘犙

２
）
２ ＝－

２

ψ
２
犘犙
≈－
２犚２

犾２
（５）

　　将式（３）和式（５）代入式（１），顾及平面近似下

积分面元为犚２ｄσ＝ｄ狓ｄ狔，可得中央区重力异常

的计算公式为：

Δ犵＝
γ０
４π

σ

（－
２犚２

犾２
）（－

狓
犾
）ξ犙＋（－

狔
犾
）η（ ）犙 ·

１

犚２
ｄ狓ｄ狔＝

γ０
２π

σ

ξ犙狓＋η犙狔
（狓２＋狔

２）３／２
ｄ狓ｄ狔

（６）

　　可以看出，式（６）中的积分在计算点犘 处奇

异。为解决这一问题，文献［５］将中央区视为圆

域，将中央区内的垂线偏差分量ξ犙和η犙展开为泰

勒级数形式：

ξ（狓，狔）＝ξ犘 ＋ξ狓狓＋ξ狔狔＋
１

２！
（ξ狓狓狓

２
＋

２ξ狓狔狓狔＋ξ狔狔狔
２）＋… （７）

　η（狓，狔）＝η犘 ＋η狓狓＋η狔狔＋
１

２！
（η狓狓狓

２
＋

　　　　　　２η狓狔狓狔＋η狔狔狔
２）＋… （８）

式中，ξ狓 ＝
ξ
狓
，ξ狔 ＝

ξ
狔
，ξ狓狓 ＝


２

ξ
狓

２
，ξ狔狔 ＝


２

ξ
狔

２
，

ξ狓狔 ＝

２

ξ
狓狔

，η狓 ＝
η
狓
，η狔 ＝

η
狔
，η狓狓 ＝


２

η
狓

２
，η狔狔

＝

２

η
狔

２
，η狓狔 ＝


２

η
狓狔

。

导出的中央区重力异常计算公式为：

Δ犵１ ＝
γ０
２

Δ狓Δ狔

槡π
（ξ狓＋η狔） （９）

式中，Δ狓、Δ狔分别表示狓方向和狔方向的网格

间距。

文献［９］将中央区视为方形域，将垂线偏差分

量同样表示为式（７）和式（８），导出的重力异常计

算公式为：

Δ犵２ ＝
２ｌｎ（１＋槡２）

π
狊γ０（ξ狓＋η狔） （１０）

式中，狊为方形域长度的一半。

２　测高重力中央区效应的精密计算

公式

　　首先将中央区垂线偏差分量表示为双二次多

项式插值形式，之后利用文献［１１１３］提出的非奇

异变换对逆 ＶｅｎｉｎｇＭｅｉｎｅｓｚ公式中的奇异积分

进行了处理，推导出了中央区重力异常的精密计

算公式。

２．１　中央区垂线偏差分量双二次多项式插值表示

如图２所示，设中央区为σ［－犪＜狓＜犪，－犫＜

狔＜犫］，其中犪＝１，犫＝ｃｏｓφ。中央区共包含４个

网格单元，９个网格节点。将垂线偏差子午分量

ξ犙 、卯酉分量η犙 表示成双二次多项式插值形式：

图２　垂线偏差双二次多项式插值表示时的中央区

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅＩｎｎｅｒｍｏｓｔＡｒｅａｗｈｅｎｔｈｅＣｏｍｐｏｎｅｎｔｓｏｆ

ＤｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＶｅｒｔｉｃａｌａｒｅＥｘｐｒｅｓｓｅｄａｓ

ＢｉｑｕａｄｒａｔｉｃＰｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ

ξ（狓，狔）＝∑
２

犻＝０
∑
２

犼＝０

α犻犼狓
犻
狔
犼 ＝∑

２

犻＝０

狓犻∑
２

犼＝０

α犻犼狔
犼 （１１）

１０２
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η（狓，狔）＝∑
２

犻＝０
∑
２

犼＝０
β犻犼狓

犻
狔
犼 ＝∑

２

犻＝０

狓犻∑
２

犼＝０
β犻犼狔

犼 （１２）

　　为确定出待定系数α犻犼 和β犻犼 ，将式（１１）和式

（１２）改写为：

ξ（狓，狔）＝∑
２

犻＝０

狓犻∑
２

犼＝０

犮犻犼 （狔／ｃｏｓφ）
犼 ＝

（１，狓，狓２）

犮００ 犮０１ 犮０２

犮１０ 犮１１ 犮１２

犮２０ 犮２１ 犮

烄

烆

烌

烎２２

　 １

狔／ｃｏｓφ

狔
２／ｃｏｓ２

烄

烆

烌

烎φ

（１３）

η（狓，狔）＝∑
２

犻＝０

狓犻∑
２

犼＝０

犱犻犼（狔／ｃｏｓφ）
犼 ＝

（１，狓，狓２）

犱００ 犱０１ 犱０２

犱１０ 犱１１ 犱１２

犱２０ 犱２１ 犱

烄

烆

烌

烎２２

　 １

狔／ｃｏｓφ

狔
２／ｃｏｓ２

烄

烆

烌

烎φ

（１４）

则有：

α犻犼 ＝犮犻犼 （１／ｃｏｓφ）
犼 （１５）

β犻犼 ＝犱犻犼 （１／ｃｏｓφ）
犼 （１６）

　　将图２中网格节点处的垂线偏差子午分量ξ犻犼

＝ξ（犻，犼ｃｏｓφ）和卯酉分量η犻犼 ＝η（犻，犼ｃｏｓφ）（犻，犼＝

－１，０，１）作为插值条件代入式（１３）和式（１４），可得：

１ －１ １

１ ０ ０

烄

烆

烌

烎１ １ １

犮００ 犮０１ 犮０２

犮１０ 犮１１ 犮１２

犮２０ 犮２１ 犮

烄

烆

烌

烎２２

１ １ １

－１ ０ １

烄

烆

烌

烎１ ０ １

＝

ξ－１－１ ξ－１０ ξ－１１

ξ０－１ ξ００ ξ０１

ξ１－１ ξ１０ ξ

烄

烆

烌

烎１１

（１７）

１ －１ １

１ ０ ０

烄

烆

烌

烎１ １ １

犱００ 犱０１ 犱０２

犱１０ 犱１１ 犱１２

犱２０ 犱２１ 犱

烄

烆

烌

烎２２

１ １ １

－１ ０ １

烄

烆

烌

烎１ ０ １

＝

η－１－１ η－１０ η－１１

η０－１ η００ η０１

η１－１ η１０ η

烄

烆

烌

烎１１

（１８）

　　式（１７）、（１８）可以简化为：

犃（犮犻犼）犃
Ｔ
＝ （ξ犻犼） （１９）

犃（犱犻犼）犃
Ｔ
＝ （η犻犼） （２０）

其中，

犃＝

１ －１ １

１ ０ ０

烄

烆

烌

烎１ １ １

（２１）

系数矩阵犃非奇异、可逆，并且：

犃－１ ＝

０ １ ０

－
１

２
０

１

２

１

２
－１

烄

烆

烌

烎

１

２

（２２）

因此有：

（犮犻犼）＝犃
－１（ξ犻犼）（犃

－１）Ｔ （２３）

（犱犻犼）＝犃
－１（η犻犼）（犃

－１）Ｔ （２４）

　　将式（２３）和式（２４）代入式（１５）和式（１６）即可

确定出待定系数α犻犼 和β犻犼 。

２．２　中央区重力异常的解析计算公式

为推导方便，记式（６）中的奇异积分为：

犐犞 ＝
σ

ξ犙狓＋η犙狔
（狓２＋狔

２）３／２
ｄ狓ｄ狔＝犐犞ξ＋犐犞η（２５）

其中，

犐犞ξ＝
σ

ξ犙狓
（狓２＋狔

２）３／２
ｄ狓ｄ狔 （２６）

犐犞η ＝
σ

η犙狔
（狓２＋狔

２）３／２
ｄ狓ｄ狔 （２７）

将式（１１）和式（１２）分别代入式（２６）和式（２７），并

考虑到奇偶函数的积分性质，则有：

犐犞ξ＝
σ

（α１０＋α１２狔
２）狓２

（狓２＋狔
２）３／２

ｄ狓ｄ狔 （２８）

犐犞η ＝
σ

（β０１＋β２１狓
２）狔

２

（狓２＋狔
２）３／２

ｄ狓ｄ狔 （２９）

　　由计算点犘 向右上顶点作连线分右上象限

为σ１［０＜狓＜１，０＜狔＜犫狓］和σ２［０＜狓＜犫
－１
狔，

０＜狔＜犫］（见图２）。

对σ１ 引入非奇异变换
［１１１３］：

狓＝狓

狔＝｛ 犽狓
（３０）

　　对σ２ 引入非奇异变换
［１１１３］：

狓＝λ狔

狔＝｛ 狔
（３１）

则三角形σ１ 映射为矩形σ′１［０＜狓＜１，０＜犽＜

犫］，三角形σ２映射为矩形σ′２［０＜λ＜犫
－１，０＜狔

＜犫］。将式（３０）和式（３１）分别代入式（２８）和式

（２９），并注意到两式中的被积函数均为偶函数，因

此有：

犐犞ξ＝４
σ１

（α１０＋α１２狔
２）狓２

（狓２＋狔
２）３／２

ｄ狓ｄ狔＋４
σ２

（α１０＋α１２狔
２）狓２

（狓２＋狔
２）３／２

ｄ狓ｄ狔＝４∫
犫

０∫
１

０

α１０＋α１２犽
２狓２

（１＋犽
２）３／２

ｄ狓ｄ犽＋

４∫
犫
－１

０∫
犫

０

（α１０＋α１２狔
２）λ

２

（１＋λ
２）３／２

ｄ狔ｄλ＝４∫
犫

０

α１０＋
１

３
α１２犽

２

（１＋犽
２）３／２

ｄ犽＋４犫（α１０＋
１

３
α１２犫

２）∫
犫
－１

０

λ
２

（１＋λ
２）３／２
ｄλ （３２）

２０２
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犐犞η ＝４
σ１

（β０１＋β２１狓
２）狔

２

（狓２＋狔
２）３／２

ｄ狓ｄ狔＋４
σ２

（β０１＋β２１狓
２）狔

２

（狓２＋狔
２）３／２

ｄ狓ｄ狔＝４∫
犫

０∫
１

０

（β０１＋β２１狓
２）犽２

（１＋犽
２）３／２

ｄ狓ｄ犽＋

４∫
犫
－１

０∫
犫

０

β０１＋β２１λ
２
狔
２

（１＋λ
２）３／２

ｄ狔ｄλ＝４（β０１＋
１

３β
２１）∫

犫

０

犽２

（１＋犽
２）３／２
ｄ犽＋４犫∫

犫
－１

０

β０１＋
１

３β
２１λ

２犫２

（１＋λ
２）３／２

ｄλ （３３）

　　可以看出，在非奇异变换下，原来含有狓、狔

两变量的二维积分转换为只含犽（λ）变量的一维

积分，利用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ计算机代数系统
［１４１５］可

求得：

犐犞ξ＝４
犫

１＋犫槡
２
α１０＋

１

３
α１２（ａｒｓｈ（犫）－

犫

１＋犫槡
２（ ）＋

　犫（α１０＋
１

３
α１２犫

２）（ａｒｓｈ（犫－１）－
１

１＋犫槡
２ ）） （３４）

犐犞η ＝４
犫

１＋犫槡
２β０１＋

（β０１＋
１

３β
２１）（ａｒｓｈ（犫（ ）－

犫

１＋犫槡
２
）＋

１

３β
２１犫

３（ａｒｓｈ（犫－１）－
１

１＋犫槡
２ ））
（３５）

ａｒｓｈ（犫）＝ｌｎ（犫＋ １＋犫槡
２） （３６）

ａｒｓｈ（犫－１）＝ｌｎ（犫－
１
＋ １＋犫

－槡
２） （３７）

　　因此，式（６）中的奇异积分可以表示为：

犐犞＝４
犫

１＋犫槡
２
（α１０＋β０１）＋（

１

３
α１２＋β０１＋

１

３β
２１）（ ·

（ａｒｓｈ（犫）－
犫

１＋犫槡
２
）＋犫（α１０＋

１

３
α１２犫

２
＋
１

３β
２１犫

２）·

（ａｒｓｈ（犫－１）－
１

１＋犫槡
２ ）） （３８）

　　将式（３８）代入式（６），可得中央区包含４个网

格时，垂线偏差双二次多项式插值表示下重力异

常的计算公式为：

Δ犵３＝
２γ０

π

犫

１＋犫槡
２
（α１０＋β０１）＋（

１

３
α１２＋β０１（ ＋

１

３β
２１）（ａｒｓｈ（犫）－

犫

１＋犫槡
２
）＋犫（α１０＋

１

３
α１２犫

２
＋

１

３β
２１犫

２）（ａｒｓｈ（犫－１）－
１

１＋犫槡
２ ）） （３９）

　　若将积分区域取为σ′［－
１

２
＜狓＜

１

２
，－
１

２
犫

＜狔＜
１

２
犫］，则计算点犘所在的１个网格对重力

异常的贡献可采用类似方法得到：

Δ犵４ ＝
γ０
２π

２犫

１＋犫槡
２
（α１０＋β０１）＋（

１

６
α１２＋２β０１（ ＋

１

６β
２１）（ａｒｓｈ（犫）－

犫

１＋犫槡
２
）＋犫（２α１０＋

１

６
α１２犫

２
＋

１

６β
２１犫

２）（ａｒｓｈ（犫－１）－
１

１＋犫槡
２ ）） （４０）

３　中央区效应计算分析

选定中国南海１２°Ｎ～１８°Ｎ，１１２°Ｅ～１１８°Ｅ

海域作为试算区，以ＥＧＭ２００８地球重力场模型

计算得到的２′×２′分辨率的垂线偏差数据作为

背景场，计算了该区域的中央区效应。

试算区共１７９×１７９个网格，假定中央区为４′

×４′，即包含４个网格，利用式（９）、式（１０）、式

（３９）计算了该区域的中央区效应，结果分别为

Δ犵１、Δ犵２、Δ犵３ ，计算结果之间的比较情况如表１

所示。Δ犵１－Δ犵３、Δ犵２－Δ犵３计算结果分别如图３

和图４所示。

表１　３种方法计算结果之间的比较／ｍＧａｌ

Ｔａｂ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｏｆｔｈｅＩｎｎｅｒｍｏｓｔＥｆｆｅｃｔｓＣｏｍｐｕｔｅｄ

ｂｙＴｈｒｅｅＭｅｔｈｏｄｓ／ｍＧａｌ

差值 最小值 最大值 标准差

Δ犵１－Δ犵３ －１．２２９ １．２７６ ０．１４２

Δ犵２－Δ犵３ －１．１９２ １．１５６ ０．１２９

Δ犵２－Δ犵１ －０．１９９ ０．１２８ ０．０２４

图３　Δ犵１－Δ犵３ 示意图

Ｆｉｇ．３　ＴｈｅＳｋｅｔｃｈＭａｐｏｆΔ犵１－Δ犵３

图４　Δ犵２－Δ犵３ 示意图

Ｆｉｇ．４　ＴｈｅＳｋｅｔｃｈＭａｐｏｆΔ犵２－Δ犵３

３０２



武 汉大学学报·信息科学版 ２０１９年２月

　　由表１、图３和图４可以看出，当中央区包含

４个网格时，文献［５］给出的式（９）与本文导出的

式（３９）计算得到的中央区重力异常差值的标准差

均为０．１４２ｍＧａｌ，最大值达１．２７６ｍＧａｌ；文献［９］

给出的式（１０）与本文导出的式（３９）计算得到的中

央区重力异常差值的标准差均为０．１２９ｍＧａｌ，最大

值达１．１５６ｍＧａｌ。

４　结　语

为提高利用逆 ＶｅｎｉｎｇＭｅｉｎｅｓｚ公式反演中

央区重力异常的精度，本文将中央区垂线偏差表

示成双二次多项式插值形式，推导出了与实际数

据分布更为相符的矩形域中央区效应精密计算公

式，并利用模型数据计算分析了导出公式和传统

公式的误差。研究表明：

１）非奇异变换可化逆 ＶｅｎｉｎｇＭｅｉｎｅｓｚ公式

中的奇异积分为非奇异积分，可在其他地球重力

场奇异积分问题中推广使用。

２）低纬度试算区２′×２′分辨率垂线偏差数

据下的中央区效应分析表明，当中央区包含４个

网格时，传统公式与本文导出公式计算结果差值

的均方差和标准差大于０．１ｍＧａｌ，最大值大于１

ｍＧａｌ，需要在高精度测高重力计算中加以考虑。
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