
第４１卷 第１期

２０１６年１月

武 汉 大 学 学 报 · 信 息 科 学 版

ＧｅｏｍａｔｉｃｓａｎｄＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｏｆＷｕｈａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ

Ｖｏｌ．４１Ｎｏ．１

Ｊａｎ．２０１６

收稿日期：２０１４１２０９

第一作者：魏子卿，研究员，中国工程院院士，主要从事大地边值问题的理论和方法的研究。ｚｉｑｉｎｇｗ＠ｓｉｎａ．ｃｏｍ

犇犗犐：１０．１３２０３／ｊ．ｗｈｕｇｉｓ２０１５０７３４ 文章编号：１６７１８８６０（２０１６）０１００２７１０

完全正常化缔合勒让德函数及其
导数与积分的递推关系

魏子卿１

１　西安测绘研究所，陕西 西安，７１００５４

摘　要：在地球重力场问题中，常用到完全正常化缔合勒让德函数及其导数、积分的递推关系。当前流行的地

球扰动位模型均采用完全正常化的缔合勒让德函数，用此类模型可以高效方便计算各种扰动重力场元。随着

本世纪多个新一代卫星重力探测计划成功实施，高阶或超高阶地球重力场模型的研究备受学界的关注。有关

完全正常化缔合勒让德函数的递推关系对于高阶重力场模型具有特别意义。本文在前人研究的基础上，用初

等微积分导出了若干新的递推关系式。同时还推导了正常化缔合勒让德函数及其导数、积分的检核式，这些

检核式涉及地球位的球谐级数的数学性质。
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　　在地球重力场问题中，常用地球扰动位（地球

实际引力位减去正常引力位）模型计算重力场元

（大地水准面起伏、垂线偏差、重力异常等）。地球

扰动位用球谐级数表示。缔合勒让德函数是球谐

级数的组成部分。为数学表示和数值计算的方

便，在实践中常规缔合勒让德函数通过乘上一个

随阶狀和次犿 而变的因子加以正常化。常见的

因子有狀！２犿／（狀＋犿）！
［１２］、（－１）犿狀！／（狀＋

犿）！
［２］、（（２狀＋１）（狀－犿）！／４π（狀＋犿）！）

１／２［３］、

（（２狀＋１）（狀犿）！δ犿／（狀＋犿）！）
１／２［１，４５］（若犿＝０，

δ犿＝１；若犿≠０，δ犿＝２）。不同因子导致不同的正

常化缔合勒让德函数。上述最后一个因子形成的

缔合勒让德函数，通常被特别叫做完全正常化的

缔合勒让德函数，也是当今常用的地球引力位模

型所用的正常化缔合勒让德函数。

在用地球扰动位模型计算重力场元时，采用

完全正常化缔合勒让德函数的递推计算显然更方

便。对于重力梯度问题，还需要计算它的导数，对

于格网面积平均问题，还涉及到计算它的积分，导

数和积分也存在递推问题。考虑到当前流行的地

球引力位模型均用完全正常化的缔合勒让德函

数，研究完全正常化缔合勒让德函数及其导数和

积分的递推关系就具有特别重要的意义。这方面

的研究一向为学者们所关注［１２，５］。文献［１２］认

为完全正常化缔合勒让德函数的递推计算存在数

值稳定性问题，它们更倾向于上述第一个正常化

因子形成的缔合勒让德函数，因而重点研究了这

种所谓新的正常化勒让德函数及其导数和积分的

递推问题。文献［５］是研究缔合勒让德函数的积

分递推关系的代表作之一，它推导了常规的以及

完全正常化的缔合勒让德函数积分的递推公式，

不过仅限于单个函数的积分，而未涉及两个函数

乘积的积分。本文推导了完全正常化缔合勒让德

函数及其导数、积分的递推关系，不只包括单个函

数的积分，还包括函数乘积的积分的递推关系，此

外还推导了这些函数及其导数、积分的检核式。

１　完全正常化缔合勒让德函数及其

导数的递推关系

１．１　完全正常化缔合勒让德函数的递推关系

勒让德函数定义为［４］：

犘狀（）狋 ＝
１

２狀狀！
ｄ狀

ｄ狋狀
狋２－（ ）１ 狀 （１）

式中，

狋＝ｃｏｓθ （２）

θ代表极距。缔合勒让德函数定义为
［４］：

犘狀犿（）狋 ＝ １－狋（ ）２ 犿／２ｄ
犿犘狀（）狋

ｄ狋犿
（３）
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　　完全正常化缔合勒让德函数与常规缔合勒让

德函数的关系被规定为［１，４７］：

珚犘狀犿（）狋 ＝
狀－（ ）犿 ！２狀＋（ ）１δ犿

狀＋（ ）犿槡 ！
犘狀犿（）狋 ，

δ犿 ＝
１，犿＝０

２，犿＞｛ ０
（４）

　　按照式（４），可得到完全正常化缔合勒让德函

数的递推关系［１］：

珚犘狀犿（）狋 ＝犪狀，（ ）犿狋珚犘狀－１，犿（）狋－

犪狀，（ ）犿
犪狀－１，（ ）犿

珚犘狀－２，犿（）狋 ，０≤犿＜狀 （５）

珚犘狀狀（）狋 ＝ （）犫狀 １－狋（ ）２ １／２珚犘狀－１，狀－１（）狋 ，狀≥１

（６）

式中，

犪狀，（ ）犿 ＝
２狀＋（ ）１ ２狀－（ ）１
狀＋（ ）犿 狀－（ ）槡 犿

（７）

（）犫狀 ＝
２狀＋１
２槡狀

，狀＞１；犫（）１ ＝槡３ （８）

　　递推起始值：

珚犘００（）狋 ＝１，珚犘１０（）狋 ＝槡３狋，珚犘１１（）狋 ＝

槡３ １－狋（ ）２ １／２ （９）

１．２　完全正常化缔合勒让德函数的导数的递推

关系

　　已知缔合勒让德函数对θ的导数是：

ｄ犘狀犿（）狋
ｄθ

＝狀ｃｔａｎθ犘狀犿（）狋－
狀＋犿
ｓｉｎθ

犘狀－１，犿（）狋 ，

０≤犿＜狀，狀≥１ （１０）

根据式（４）的关系，得到完全正常化缔合勒让德函

数对θ的导数：

ｄ珚犘狀犿（）狋
ｄθ

＝狀ｃｔａｎθ珚犘狀犿（）狋－
１

ｓｉｎθ

２狀＋１
犪狀，（ ）犿

·

珚犘狀－１，犿（）狋 ，　０≤犿＜狀，狀≥１ （１１）

ｄ珚犘狀狀（）狋
ｄθ

＝狀ｃｔａｎθ珚犘狀狀（）狋 ，犿＝狀 （１２）

　　完全正常化缔合勒让德函数对θ的导数的递

推关系，可以通过式（５）和式（６）对θ求导得到：

ｄ珚犘狀犿（）狋
ｄθ

＝犪狀，（ ）犿 － １－狋（ ）２ １／２珚犘狀－１，犿（）狋＋狋
ｄ珚犘狀－１，犿（）狋
ｄθ

－
１

犪狀－１，（ ）犿
ｄ珚犘狀－２，犿（）狋
ｄ｛ ｝θ

０≤犿＜狀

（１３）

ｄ珚犘狀狀（）狋
ｄθ

＝ （）犫狀 狋珚犘狀－１，狀－１（）狋＋ １－狋（ ）２ １／２ｄ珚犘狀－１，狀－１（）狋
ｄ｛ ｝θ

（１４）

　　递推起始值：

ｄ珚犘００（）狋
ｄθ

＝０，　
ｄ珚犘１０（）狋
ｄθ

＝－槡３ １－狋（ ）２ １／２，ｄ
珚犘１１（）狋
ｄθ

＝槡３狋 （１５）

２　完全正常化缔合勒让德函数的积分的递推关系

２．１　积分珔犐
狊
狀犿 θ１，θ（ ）２ ＝∫

θ２

θ１

珚犘狀犿 犮狅狊（ ）θ狊犻狀θ犱θ的递推关系

珔犐狊狀犿 ＝
犪狀，（ ）犿
狀＋１

１－狋（ ）２ 珚犘狀－１，犿（）狋
狋
２

狋
１

＋
狀－２
狀＋１

犪狀，（ ）犿
犪狀－１，（ ）犿

珔犐狊狀－２，犿，　０≤犿＜狀 （１６）

珔犐狊狀狀 ＝－
１

狀＋１
狋珚犘狀狀（）狋

狋
２

狋
１

＋
狀

狀＋１
（）犫狀犫狀－（ ）１珔犐狊狀－２，狀－２，　犿＝狀 （１７）

式中，狋１＝ｃｏｓθ１，狋２＝ｃｏｓθ２。

递推起始值：

珔犐狊００ ＝－ 狋２－狋（ ）１ ，　珔犐
狊
１０ ＝－

槡３
２
狋２２－狋（ ）２１

珔犐狊１１ ＝
槡３
２
ａｒｃｃｏｓ（狋）－狋 １－狋（ ）２ １／［ ］２

狋
２

狋

烅

烄

烆
１

（１８）

２．１．１　式（１６）的推导

式（５）两端乘ｓｉｎθ，并对θ积分：

∫珚犘狀犿（）狋ｓｉｎθｄθ＝犪狀，（ ）犿∫珚犘狀－１，犿（）狋ｃｏｓθｓｉｎθｄθ－
犪狀，（ ）犿

犪狀－１，（ ）犿∫珚犘狀－２，犿（）狋ｓｉｎθｄθ （１９）

　　求右端第一项内的不定积分：

∫珚犘狀－１，犿（）狋ｃｏｓθｓｉｎθｄθ＝
１

２∫珚犘狀－１，犿（）狋ｄｓｉｎ
２（ ）θ

８２
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　 ＝
１

２
珚犘狀－１，犿（）狋ｓｉｎ

２
θ－∫ｓｉｎ

２
θ
ｄ珚犘狀－１，犿（）狋
ｄθ

ｄ｛ ｝θ 　（用分部积分）

　 ＝
１

２
珚犘狀－１，犿（）狋ｓｉｎ

２
θ－ 狀－（ ）１∫珚犘狀－１，犿（）狋ｓｉｎθｃｏｓθｄθ＋

２狀－１
犪狀－１，（ ）犿∫珚犘狀－２，犿（）狋ｓｉｎθｄ｛ ｝θ

这里用到了式（１１）。由此式得：

∫珚犘狀－１，犿（）狋ｃｏｓθｓｉｎθｄθ＝
１

狀＋１
珚犘狀－１，犿（）狋ｓｉｎ

２
θ＋

１

狀＋１
２狀－１

犪狀－１，（ ）犿∫珚犘狀－２，犿（）狋ｓｉｎθｄθ （２０）

　　将式（２０）代入式（１９），并在θ１和θ２之间取定积分，即得式（１６）。该式由文献［５］给出。

２．１．２　式（１７）的推导

∫珚犘狀狀（）狋ｓｉｎθｄθ＝－∫珚犘狀狀（）狋ｄｃｏｓθ

　 ＝－珚犘狀狀（）狋ｃｏｓθ＋∫ｃｏｓθ
ｄ珚犘狀狀（）狋
ｄθ

ｄθ　 （用分部积分）

　 ＝－珚犘狀狀（）狋ｃｏｓθ＋狀∫ｃｏｓθｃｔａｎθ珚犘狀狀（）狋ｄθ　（用式（１２））

　 ＝－珚犘狀狀（）狋ｃｏｓθ＋ （）狀犫狀∫珚犘狀－１，狀－１（）狋ｃｏｓ
２
θｄθ（用式（６））

　 ＝－珚犘狀狀（）狋ｃｏｓθ＋ （）狀犫狀∫珚犘狀－１，狀－１（）狋ｄθ－ （）狀犫狋∫珚犘狀－１，狀－１（）狋ｓｉｎ
２
θｄθ

　 ＝－珚犘狀狀（）狋ｃｏｓθ＋ （）狀犫狀犫狀－（ ）１∫珚犘狀－２，狀－２（）狋ｓｉｎθｄθ－狀∫珚犘狀狀（）狋ｓｉｎθｄθ　（用式（６））
由此得：

∫珚犘狀狀（）狋ｓｉｎθｄθ＝－
１

狀＋１
ｃｏｓθ珚犘狀狀（）狋＋

狀
狀＋１

（）犫狀犫狀－（ ）１∫珚犘狀－２，狀－２（）狋ｓｉｎθｄθ （２１）

　　此式在θ１和θ２之间取定积分，即是式（１７）。

２．２　积分珔犐
犮
狀犿 θ１，θ（ ）２ ＝∫

θ２

θ１

珚犘狀犿 犮狅狊（ ）θ犮狅狊θ犱θ的递推关系

珔犐犮狀犿 ＝
犪狀，（ ）犿
狀＋１

狋 １－狋（ ）２ １／２珚犘狀－１，犿（）狋
狋
２

狋
１

＋
犪狀，（ ）犿
狀＋１

珔犐狀－１，犿 ＋
狀－２
狀＋１

犪狀，（ ）犿
犪狀－１，（ ）犿

珔犐犮狀－２，犿，

０≤犿＜狀 （２２）

珔犐犮狀狀 ＝
（）犫狀
狀＋１

１－狋（ ）２ 珚犘狀－１，狀－１（）狋
狋
２

狋
１

，　犿＝狀 （２３）

　　递推起始值：

珔犐犮００ ＝ １－狋（ ）２２
１／２
－ １－狋（ ）２１

１／２

珔犐犮１０ ＝
槡３
２
ａｒｃｃｏｓ（）狋＋狋 １－狋（ ）２ １／（ ）２

狋
２

狋
１

（２４）

２．２．１　式（２２）的推导

式（５）两端乘ｃｏｓθ，并对θ积分：

∫珚犘狀犿（）狋ｃｏｓθｄθ＝犪狀，（ ）犿∫珚犘狀－１，犿（）狋ｃｏｓθｃｏｓθｄθ－
犪狀，（ ）犿

犪狀－１，（ ）犿∫珚犘狀－２，犿（）狋ｃｏｓθｄθ （２５）

　　求右端第一项中的不定积分：

∫珚犘狀－１，犿（）狋ｃｏｓθｃｏｓθｄθ＝∫珚犘狀－１，犿（）狋ｃｏｓθｄｓｉｎ（ ）θ

　 ＝珚犘狀－１，犿（）狋ｃｏｓθｓｉｎθ－∫ｓｉｎθ
ｄ珚犘狀－１，犿（）狋ｃｏｓ（ ）θ

ｄθ
ｄθ　（分部积分）

　 ＝珚犘狀－１，犿（）狋ｃｏｓθｓｉｎθ－∫ｓｉｎθ －ｓｉｎθ珚犘狀－１，犿（）狋＋ｃｏｓθ
ｄ珚犘狀－１，犿（）狋
ｄ（ ）θ

ｄθ

　 ＝珚犘狀－１，犿（）狋ｃｏｓθｓｉｎθ＋∫珚犘狀－１，犿（）狋ｓｉｎ
２
θｄθ

　－ 狀－（ ）１∫珚犘狀－１，犿（）狋ｃｏｓ
２
θｄθ＋

２狀－１
犪狀－１，（ ）犿∫珚犘狀－２，犿（）狋ｃｏｓθｄθ　 （用式（１１））

９２
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　 ＝珚犘狀－１，犿（）狋ｃｏｓθｓｉｎθ＋∫珚犘狀－１，犿（）狋ｄθ

　　　－狀∫珚犘狀－１，犿（）狋ｃｏｓ
２
θｄθ＋

２狀－１
犪狀－１，（ ）犿∫珚犘狀－２，犿（）狋ｃｏｓθｄθ

由此式得：

∫珚犘狀－１，犿（）狋ｃｏｓ
２
θｄθ＝

１

狀＋１
珚犘狀－１，犿ｃｏｓθｓｉｎθ＋

　　　
１

狀＋１
珔犐狀－１，犿 ＋

１

狀＋１
２狀－１

犪狀－１，（ ）犿∫珚犘狀－２，犿（）狋ｃｏｓθｄθ （２６）

　　将式（２６）代入式（２５），并在θ１和θ２之间取定积分，即得式（２２）。

２．２．２　式（２３）的推导

式（６）两端乘ｃｏｓθ，并对θ积分：

∫珚犘狀狀（）狋ｃｏｓθｄθ＝ （）犫狀∫珚犘狀－１，狀－１（）狋ｓｉｎθｃｏｓθｄθ （２７）

求右端积分项：

∫珚犘狀－１，狀－１（）狋ｓｉｎθｃｏｓθｄθ＝∫珚犘狀－１，狀－１（）狋ｓｉｎθ犱 ｓｉｎ（ ）θ ＝珚犘狀－１，狀－１（）狋ｓｉｎ
２
θ－∫ｓｉｎθ

犱 ｓｉｎθ珚犘狀－１，狀－１（）（ ）狋
ｄθ

ｄθ

　　　　（分部积分）

＝珚犘狀－１，狀－１（）狋ｓｉｎ
２
θ－∫ｓｉｎθｃｏｓθ珚犘狀－１，狀－１（）狋＋ｓｉｎθ

ｄ珚犘狀－１，狀－１（）狋
ｄ（ ）θ

ｄθ

＝珚犘狀－１，狀－１（）狋ｓｉｎ
２
θ－∫珚犘狀－１，狀－１（）狋ｓｉｎθｃｏｓθｄθ－ 狀－（ ）１∫珚犘狀－１，狀－１（）狋ｓｉｎθｃｏｓθｄθ　（用式（１１））

＝珚犘狀－１，狀－１（）狋ｓｉｎ
２
θ－狀∫珚犘狀－１，狀－１（）狋ｓｉｎθｃｏｓθｄθ

由此式得：

∫珚犘狀－１，狀－１（）狋ｓｉｎθｃｏｓθｄθ＝
１

狀＋１
珚犘狀－１，狀－１（）狋ｓｉｎ

２
θ （２８）

　　将式（２８）代入式（２７），并在θ１和θ２之间取定积分，即是式（２３）。

２．３　积分珔犐狀犿 θ１，θ（ ）２ ＝∫
θ２

θ１

珚犘狀犿 犮狅狊（ ）θ犱θ的递推关系

珔犐狀犿 ＝犪狀，（ ）犿珔犐犮狀－１，犿 －
犪狀，（ ）犿

犪狀－１，（ ）犿
珔犐狀－２，犿，０≤犿＜狀 （２９）

珔犐狀狀 ＝ （）犫狀珔犐狊狀－１，狀－１，犿＝狀 （３０）

　　递推起始值：

珔犐００ ＝ａｒｃｃｏｓ狋（ ）２ －ａｒｃｃｏｓ狋（ ）１ ，

珔犐１０ ＝槡３ １－狋（ ）２２
１／２
－ １－狋（ ）２１

１／（ ）２

珔犐１１ ＝－槡３狋２－狋（ ）

烅

烄

烆 １

（３１）

　　式（２９）和式（３０）可由式（５）和式（６）两端取定积分得到。

３　完全正常化缔合勒让德函数乘积的积分的递推关系

３．１　积分珔犐
狊
狀犿狆狇 θ１，θ（ ）２ ＝∫

θ２

θ１

珚犘狀犿 犮狅狊（ ）θ珚犘狆狇 犮狅狊（ ）θ狊犻狀θ犱θ的递推关系

珔犐狊狀犿狆狇 ＝
犪狀，（ ）犿
狀＋狆＋１

１－狋（ ）２ 珚犘狀－１，犿（）狋珚犘狆狇（）狋
狋
２

狋
１

＋
２狆＋１
犪狆，（ ）狇

珔犐狊狀－１，犿，狆－１，狇＋
狀－狆－２
犪狀－１，（ ）犿

珔犐狊狀－２，犿［ ］狆狇 ，

０≤犿＜狀且狆≠狇 （３２）

珔犐狊狀狀狆狇 ＝
（）犫狀犫狀－（ ）１
狀＋狆＋ ［１

－狋１－狋（ ）２ 珚犘狀－２，狀－２（）狋珚犘狆狇（）狋
狋
２

狋
１

－
２狆＋１

犪狆，（ ）狇犪 狆－１，（ ）狇
珔犐狊狀－２，狀－２，狆－２，狇

＋ 狀＋狆－
２狆＋１

犪狆，（ ）狇犪 狆，（ ）（ ）狇
珔犐狊狀－２，狀－２， ］狆狇 ，　犿＝狀且狆≠狇 （３３）

或者

０３
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珔犐狊狀狀狆狇 ＝
犪狆，（ ）狇
狀＋狆＋１

１－狋（ ）２ 珚犘狀狀（）狋珚犘狆－１，狇（）狋
狋
２

狋
１

＋
狆－狀－２
犪狆－１，（ ）狇

珔犐狊狀狀，狆－２，［ ］狇 ，犿＝狀且狆≠狇 （３４）

珔犐狊狀狀狆狆 ＝
（）犫狀犫狀－（ ）１
狀＋狆＋１

－狋１－狋（ ）２ 珚犘狀－２，狀－２（）狋珚犘狆狆（）狋
狋
２

狋
１

＋ 狀＋（ ）狆珔犐
狊
狀－２，狀－２，［ ］狆狆 ，

犿＝狀，且狆＝狇 （３５）

　　递推起始值：

珔犐狊００００ ＝－ 狋２－狋（ ）１ ，

珔犐狊１１００ ＝
槡３
２
ａｒｃｃｏｓ狋－狋 １－狋槡（ ）２

狋
２

狋
１

（３６）

珔犐狊１１１１ ＝－ ３狋－狋（ ）３
狋
２

狋

烅

烄

烆
１

３．１．１　式（３２）的推导

根据式（１６），可写出：

∫珚犘狀犿（）狋珚犘狆狇（）狋ｓｉｎθｄθ

＝∫珚犘狆狇（）狋ｄ
犪狀，（ ）犿
狀＋１

１－狋（ ）２ 珚犘狀－１，犿（）狋＋
狀－２
狀＋１

犪狀，（ ）犿
犪狀－１，（ ）犿∫珚犘狀－２，犿（）狋ｓｉｎθｄ［ ］θ

＝
犪狀，（ ）犿
狀＋１∫珚犘狆狇（）狋犱 １－狋（ ）２ 珚犘狀－１，犿（）［ ］狋 ＋

狀－２
狀＋１

犪狀，（ ）犿
犪狀－１，（ ）犿∫珚犘狆狇（）狋珚犘狀－２，犿（）狋ｓｉｎθｄθ

＝
犪狀，（ ）犿
狀＋１

珚犘狆狇（）狋 １－狋（ ）２ 珚犘狀－１，犿（）狋－∫１－狋（ ）２ 珚犘狀－１，犿（）狋
ｄ珚犘狆狇（）狋
ｄθ

ｄ｛ ｝θ ＋
　
狀－２
狀＋１

犪狀，（ ）犿
犪狀－１，（ ）犿∫珚犘狆狇（）狋珚犘狀－２，犿（）狋ｓｉｎθｄθ

（３７）

　　先用式（１１）代替该式中ｄ珚犘狆狇（）狋／ｄθ，然后再将

狋珚犘狀－１，犿（）狋 ＝
珚犘狀犿（）狋
犪狀，（ ）犿

＋
珚犘狀－２，犿（）狋
犪狀－１，（ ）犿

　（见式（５）） （３８）

代替所得式中的狋珚犘狀－１，犿（）狋 ，整理后即得：

１＋
狆

狀＋（ ）１∫珚犘狀犿（）狋珚犘狆狇（）狋ｓｉｎθｄθ

＝
犪狀，（ ）犿
狀＋１

１－狋（ ）２ 珚犘狆狇（）狋珚犘狀－１，犿（）狋＋
２狆＋１
狀＋１

犪狀，（ ）犿
犪 狆，（ ）狇∫

珚犘狀－１，犿（）狋珚犘狆－１，狇（）狋ｓｉｎθｄθ

＋
狀－２
狀＋１

－
狆

狀＋（ ）１ 犪狀，（ ）犿
犪狀－１，（ ）犿∫珚犘狀－２，犿（）狋珚犘狆狇（）狋ｓｉｎθｄθ

由此

∫珚犘狀犿（）狋珚犘狆狇（）狋ｓｉｎθｄθ

＝
犪狀，（ ）犿
狀＋狆＋１

１－狋（ ）２ 珚犘狀－１，犿（）狋珚犘狆狇（）狋＋
２狆＋１
犪狆，（ ）狇∫

珚犘狀－１，犿（）狋珚犘狆－１，狇（）狋ｓｉｎθｄ［ θ

　　＋
狀－狆－２
犪狀－１，（ ）犿∫珚犘狀－２，犿（）狋珚犘狆狇（）狋ｓｉｎθｄ］θ （３９）

　　此式在θ１和θ２之间取定积分，即是式（３２）。该式参见文献［１］。

３．１．２　式（３３）的推导

根据式（１７），可写出：

∫珚犘狀狀（）狋珚犘狆狇（）狋ｓｉｎθｄθ＝∫珚犘狆狇（）狋犱 －
狋

狀＋１
珚犘狀狀（）［ ］狋 ＋

狀
狀＋１

（）犫狀犫狀－（ ）１∫珚犘狀－２，狀－２（）狋珚犘狆狇（）狋ｓｉｎθｄθ

＝
狀

狀＋１
（）犫狀犫狀－（ ）１∫珚犘狀－２，狀－２（）狋珚犘狆狇（）狋ｓｉｎθｄθ－

狋
狀＋１

珚犘狀狀（）狋珚犘狆狇（）狋＋
１

狀＋１∫狋珚犘狀狀（）狋
ｄ珚犘狆狇（）狋
ｄθ

ｄθ

１３
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＝
狀

狀＋１
（）犫狀犫狀－（ ）１∫珚犘狀－２，狀－２（）狋珚犘狆狇（）狋ｓｉｎθｄθ－

狋
狀＋１

珚犘狀狀（）狋珚犘狆狇（）狋

　＋
狆

狀＋１∫珚犘狀狀（）狋珚犘狆狇（）狋
ｃｏｓ２θ
ｓｉｎθ

ｄθ－
２狆＋１
狀＋１

１

犪狆，（ ）狇∫
珚犘狀狀（）狋珚犘狆－１，狇（）狋

ｃｏｓθ
ｓｉｎθ
ｄθ

（其中ｄ
珚犘狆狇（狋）

ｄθ
用式（１１））

＝
狀

狀＋１
（）犫狀犫狀－（ ）１∫珚犘狀－２，狀－２（）狋珚犘狆狇（）狋ｓｉｎθｄθ－

狋
狀＋１

珚犘狀狀（）狋珚犘狆狇（）狋

　＋
狆

狀＋１
（）犫狀∫珚犘狀－１，狀－１（）狋珚犘狆狇（）狋ｃｏｓ

２
θｄθ－

２狆＋１
狀＋１

（）犫狀
犪 狆，（ ）狇∫

珚犘狀－１，狀－１（）狋珚犘狆－１，狇（）狋ｃｏｓθｄθ

＝
狀

狀＋１
（）犫狀犫狀－（ ）１∫珚犘狀－２，狀－２（）狋珚犘狆狇（）狋ｓｉｎθｄθ－

狋１－狋（ ）２ （）犫狀犫狀－（ ）１
狀＋１

珚犘狀－２，狀－２（）狋珚犘狆狇（）狋

＋
狆

狀＋１
（）犫狀犫狀－（ ）１∫珚犘狀－２，狀－２（）狋珚犘狆狇（）狋ｓｉｎθｄθ－

狆
狀＋１∫珚犘狀狀（）狋珚犘狆狇（）狋ｓｉｎθｄθ

　－
１

狀＋１
２狆＋１
犪狆，（ ）狇

（）犫狀犫狀－（ ）１∫珚犘狀－２，狀－２（）狋
珚犘狆狇（）狋
犪 狆，（ ）狇

＋
珚犘狆－２，狇（）狋
犪狆－１，（ ）（ ）狇

ｓｉｎθｄθ　（其中狋珚犘狀，犿（狋）用式（３８））

由此式得：

１＋
狆

狀＋（ ）１∫珚犘狀狀（）狋珚犘狆狇（）狋ｓｉｎθｄθ

　 ＝－
狋１－狋（ ）２ （）犫狀犫狀－（ ）１

狀＋１
珚犘狀－２，狀－２（）狋珚犘狆狇（）狋＋

（）犫狀犫狀－（ ）１
狀＋１

狀＋狆－
２狆＋１

犪狆，（ ）狇犪 狆，（ ）（ ）狇
·

　∫珚犘狀－２，狀－２（）狋珚犘狆狇（）狋ｓｉｎθｄθ－
２狆＋１
狀＋１

（）犫狀犫狀－（ ）１
犪狆，（ ）狇犪 狆－１，（ ）狇∫

珚犘狀－２，狀－２（）狋珚犘狆－２，狇（）狋ｓｉｎθｄθ （４０）

于是得：

∫珚犘狀狀（）狋珚犘狆狇（）狋ｓｉｎθｄθ

　 ＝
（）犫狀犫狀－（ ）１
狀＋狆＋ ［１

－狋１－狋（ ）２ 珚犘狀－２，狀－２（）狋珚犘狆狇（）狋＋ 狀＋狆－
２狆＋１

犪狆，（ ）狇犪 狆，（ ）（ ）狇
·

　∫珚犘狀－２，狀－２（）狋珚犘狆狇（）狋ｓｉｎθｄθ－
２狆＋１

犪狆，（ ）狇犪 狆－１，（ ）狇∫
珚犘狀－２，狀－２（）狋珚犘狆－２，狇（）狋ｓｉｎθｄ］θ （４１）

此式在θ１和θ２之间取定积分，即为式（３３）。

特别地，当狆＝狇时，犪（狆，狇）＝∞，式（４１）变为：

∫珚犘狀狀（）狋珚犘狆狆（）狋ｓｉｎθｄθ

＝
（）犫狀犫狀－（ ）１
狀＋狆＋１

－狋１－狋（ ）２ 珚犘狀－２，狀－２（）狋珚犘狆狆（）狋＋ 狀＋（ ）狆∫珚犘狀－２，狀－２（）狋珚犘狆狆（）狋ｓｉｎθｄ［ ］θ （４２）

　　此式在θ１和θ２之间取定积分，即为式（３５）。

式（３４）可由式（３２）用符号互换狆狀和狇犿，并令犿＝狀得到。

３．２　积分珔犐
犮
狀犿狆狇 θ１，θ（ ）２ ＝∫

θ２

θ１

珚犘狀犿 犮狅狊（ ）θ珚犘狆狇 犮狅狊（ ）θ犮狅狊θ犱θ的递推关系

珔犐犮狀犿狆狇 ＝
犪狀，（ ）犿
狀＋狆＋ ［１狋 １－狋（ ）２ １／２珚犘狀－１，犿（）狋珚犘狆狇（）狋

狋
２

狋
１

＋
２狆＋１
犪狆，（ ）狇

珔犐犮狀－１，犿，狆－１，狇

　　　　　　　　＋
狀－狆－２
犪狀－１，（ ）犿

珔犐犮狀－２，犿狆狇＋珔犐狀－１，犿 ］狆狇 ，　０≤犿＜狀，且狆≠狇 （４３）

珔犐犮狀狀狆狇 ＝
（）犫狀

狀＋狆＋１
１－狋（ ）２ 珚犘狀－１，狀－１（）狋珚犘狆狇（）狋

狋
２

狋
１

＋
２狆＋１
犪狆，（ ）狇

珔犐狊狀－１，狀－１，狆－１，［ ］狇 ，犿＝狀，且狆≠狇
（４４）

或者

珔犐犮狀狀狆狇 ＝
犪狆，（ ）狇
狀＋狆＋ ［１狋 １－狋（ ）２ １／２珚犘狀狀（）狋珚犘狆－１，狇（）狋

狋
２

狋
１

＋
狆－狀－２
犪狆－１，（ ）狇

珔犐犮狆－２，狇，狀狀 ＋珔犐狀狀，狆－１，］狇 ，犿＝狀，且狆≠狇
（４５）

２３
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珔犐犮狀狀狆狆 ＝
（）犫狀

狀＋狆＋１
１－狋（ ）２ 珚犘狀－１，狀－１（）狋珚犘狆狆（）狋

狋
２

狋
１

　，　犿＝狀，且狆＝狇 （４６）

　　递推起始值：

珔犐犮００００ ＝ １－狋槡
２
２－ １－狋槡

２
１

珔犐犮１１００ ＝－
槡３
２
狋２２－狋（ ）２１

珔犐犮１１１１ ＝ １－狋（ ）２２
３／２
－ １－狋（ ）２１

３／

烅

烄

烆
２

（４７）

３．２．１　式（４３）的推导

根据式（２２），可写出：

∫珚犘狀犿（）狋珚犘狆狇（）狋ｃｏｓθｄθ

＝∫珚犘狆狇（）狋ｄ
犪狀，（ ）犿
狀＋１

狋 １－狋（ ）２ １／２珚犘狀－１，犿（）狋＋
狀－２
狀＋１

犪狀，（ ）犿
犪狀－１，（ ）犿∫珚犘狀－２，犿（）狋ｃｏｓθｄθ［ ＋

　
犪狀，（ ）犿
狀＋１∫珚犘狀－１，犿（）狋ｄ］θ ＝

　
犪狀，（ ）犿
狀＋１∫珚犘狆狇（）狋ｄ狋 １－狋（ ）２ １／２珚犘狀－１，犿（）［ ］狋 ＋

狀－２
狀＋１

犪狀，（ ）犿
犪狀－１，（ ）犿

·

　∫珚犘狆狇（）狋珚犘狀－２，犿（）狋ｃｏｓθｄθ＋
犪狀，（ ）犿
狀＋１∫珚犘狆狇（）狋珚犘狀－１，犿（）狋ｄθ

＝
犪狀，（ ）犿
狀＋１

珚犘狆狇（）狋狋 １－狋（ ）２ １／２珚犘狀－１，犿（）狋－∫狋 １－狋（ ）２ １／２珚犘狀－１，犿（）狋
ｄ珚犘狆狇（）狋
ｄθ

ｄ｛ ｝θ ＋
　
狀－２
狀＋１

犪狀，（ ）犿
犪狀－１，（ ）犿∫珚犘狆狇（）狋珚犘狀－２，犿（）狋ｃｏｓθｄθ＋

犪狀，（ ）犿
狀＋１∫珚犘狆狇（）狋珚犘狀－１，犿（）狋ｄθ

　　利用式（１１）和式（３８），得：

∫珚犘狀犿（）狋珚犘狆狇（）狋ｃｏｓθｄθ

＝
犪狀，（ ）犿
狀＋狆＋１

熿

燀

狋１－狋（ ）２ １／２珚犘狀－１，犿（）狋珚犘狆狇（）狋＋
２狆＋１
犪狆，（ ）狇∫

珚犘狀－１，犿（）狋珚犘狆－１，狇（）狋ｃｏｓθｄθ＋

　
狀－狆－２
犪狀－１，（ ）犿∫珚犘狀－２，犿（）狋珚犘狆狇（）狋ｃｏｓθｄθ＋∫珚犘狀－１，犿（）狋珚犘狆狇（）狋ｄ］θ

（４８）

　　此式在θ１和θ２之间取定积分，即为式（４３）。

３．２．２　式（４４）的推导

根据式（２３），可写出：

∫珚犘狀狀（）狋珚犘狆狇（）狋ｃｏｓθｄθ＝∫珚犘狆狇（）狋ｄ
（）犫狀
狀＋１

１－狋（ ）２ 珚犘狀－１，狀－１（）［ ］狋

＝
（）犫狀
狀＋１

珚犘狆狇（）狋 １－狋（ ）２ 珚犘狀－１，狀－１（）狋－∫１－狋（ ）２ 珚犘狀－１，狀－１（）狋
ｄ珚犘狆狇（）狋
ｄθ

ｄ［ ］θ

＝
（）犫狀
狀＋ ［１ １－狋（ ）２ 珚犘狀－１，狀－１（）狋珚犘狆狇（）狋－狆∫珚犘狀－１，狀－１（）狋珚犘狆狇（）狋ｓｉｎθｃｏｓθｄθ

＋
２狆＋１
犪狆，（ ）狇∫

珚犘狀－１，狀－１（）狋珚犘狆－１，狇（）狋ｓｉｎθｄ］θ 　（ｄ珚犘狆狇（狋）ｄθ
用式（１１））

　　上式右端第二项利用式（６）进行变换，稍经整理，得到：

１＋
狆

狀＋（ ）１∫珚犘狀狀（）狋珚犘狆狇（）狋ｃｏｓθｄθ

＝
（）犫狀
狀＋１

１－狋（ ）２ 珚犘狀－１，狀－１（）狋珚犘狆狇（）狋＋
２狆＋１
犪狆，（ ）狇∫

珚犘狀－１，狀－１（）狋珚犘狆－１，狇（）狋ｓｉｎθｄ［ ］θ （４９）

由此式得：

∫珚犘狀狀（）狋珚犘狆狇（）狋ｃｏｓθｄθ

３３
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＝
（）犫狀

狀＋犘＋１
１－狋（ ）２ 珚犘狀－１，狀－１（）狋珚犘狆狇（）狋＋

２狆＋１
犪狆，（ ）狇∫

珚犘狀－１，狀－１（）狋珚犘狆－１，狇（）狋ｓｉｎθｄ［ ］θ （５０）

　　特别地，当狆＝狇时，犪（狆，狇）＝∞，（４９）式成为：

∫珚犘狀狀（）狋珚犘狆狆（）狋ｃｏｓθｄθ＝
（）犫狀

狀＋狆＋１
１－狋（ ）２ 珚犘狀－１，狀－１（）狋珚犘狆狆（）狋 （５１）

式（５０）和式（５１）在θ１和θ２之间取定积分，即为式（４４）和式（４６）。

式（４５）可由式（４３）用符号互换狆狀和狇犿，并令犿＝狀得到。

３．３　积分珔犐狀犿狆狇 θ１，θ（ ）２ ＝∫
θ２

θ１

珚犘狀犿 犮狅狊（ ）θ珚犘狆狇 犮狅狊（ ）θ犱θ的递推关系

珔犐狀犿狆狇 ＝犪狀，（ ）犿珔犐犮狀－１，犿狆狇－
犪狀，（ ）犿

犪狀－１，（ ）犿
珔犐狀－２，犿狆狇，　０≤犿＜狀 （５２）

珔犐狀狀狆狇 ＝ （）犫狀珔犐狊狀－１，狀－１，狆狇，　犿＝狀 （５３）

　　递推起始值：

珔犐００００ ＝ａｒｃｃｏｓ狋（ ）２ －ａｒｃｃｏｓ狋（ ）１

珔犐１１００ ＝－槡３狋２－狋（ ）１ （５４）

珔犐１１１１ ＝
３

２
ａｒｃｃｏｓ（）狋－狋 １－狋槡（ ）２

狋
２

狋

烅

烄

烆
１

式（５２）和式（５３）是式（２９）和式（３０）两端取定积分的结果。

４　完全正常化缔合勒让德函数及其导数和积分的检核式

下面给出若干检核式，它们对于检核计算完全正常化缔合勒让德函数及其导数和积分的精度是有

用的。

∑
狀

犿＝０

珚犘２狀犿（）狋 ＝２狀＋１
［５］ （５５）

∑
狀

犿＝０

珚犘狀犿（）狋
ｄ珚犘狀犿（）狋
ｄθ

＝０　 （５６）

珔犐狀犿 θ１，θ（ ）犮 ＋珔犐狀犿 θ犮，θ（ ）２ ＝珔犐狀犿 θ１，θ（ ）２ ，　θ１ ＜θ犮＜θ２，犿＝０，１，…，狀，狀＝０，１，…，犖

珔犐狊狀犿 θ１，θ（ ）犮 ＋珔犐
狊
狀犿 θ犮，θ（ ）２ ＝珔犐

狊
狀犿 θ１，θ（ ）２ ，　θ１ ＜θ犮＜θ２，犿＝０，１，…，狀，狀＝０，１，…，犖

珔犐犮狀犿 θ１，θ（ ）犮 ＋珔犐
犮
狀犿 θ犮，θ（ ）２ ＝珔犐

犮
狀犿 θ１，θ（ ）２ ，　θ１ ＜θ犮＜θ２，犿＝０，１，…，狀，狀＝０，１，…，犖

（５７）

∑
狀

犿＝０

珚犘狀犿 ｃｏｓθ（ ）犮珔犐
狊
狀犿 θ１，θ（ ）２ ＝ ２狀＋槡 １ｃｏｓθ犮珔犐

狊
狀０ θ１－θ犮，θ２－θ（ ）犮 ＋ｓｉｎθ犮珔犐

犮
狀０ θ１－θ犮，θ２－θ（ ）［ ］犮 （５８）

∑
狀

犿＝０

珚犘狀犿 ｃｏｓθ（ ）犮珔犐
犮
狀犿 θ１，θ（ ）２ ＝ ２狀＋槡 １ －ｓｉｎθ犮珔犐

狊
狀０ θ１－θ犮，θ２－θ（ ）犮 ＋ｃｏｓθ犮珔犐

犮
狀０ θ１－θ犮，θ２－θ（ ）［ ］犮 （５９）

∑
狀

犿＝０
∑
狆

狇＝０

珚犘狀犿 ｃｏｓθ（ ）犮 珚犘狆狇 ｃｏｓθ（ ）犮珔犐
狊
狀犿狆狇 θ１，θ（ ）２

＝ ２狀＋（ ）１ ２狆＋（ ）槡 １ ［ｃｏｓθ犮珔犐
狊
狀０狆０ θ１－θ犮，θ２－θ（ ）犮 ＋ｓｉｎθ犮珔犐

犮
狀０狆０ θ１－θ犮，θ２－θ（ ）犮 ］，θ１ ≤θ犮≤θ２

（６０）

∑
狀

犿＝０
∑
狆

狇＝０

珚犘狀犿 ｃｏｓθ（ ）犮 珚犘狆狇 ｃｏｓθ（ ）犮珔犐
犮
狀犿狆狇 θ１，θ（ ）２

＝ ２狀＋（ ）１ ２狆＋（ ）槡 １ ［－ｓｉｎθ犮珔犐
狊
狀０狆０ θ１－θ犮，θ２－θ（ ）犮 ＋ｃｏｓθ犮珔犐

犮
狀０狆０ θ１－θ犮，θ２－θ（ ）犮 ］，θ１ ≤θ犮≤θ２

（６１）

　　检核式仅整体性地对属于同一狀阶的所有犿 次的量（珚犘狀犿，珔犐
狊
狀犿，珔犐

犮
狀犿等）进行检核，并不能检查出某一

个特别犿次的量的具体行为表现。

下面对以上诸式给予简单证明。式（５５）可由球函数的分解定理证明。对式（５５）的微分，即得到式

（５６）。定积分的基本性质使式（５７）成立。

４．１　式（５８）的推导

根据球函数的分解定理，对于狀阶犿 次的完全正常化缔合勒让德函数，可写出：

４３
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∑
狀

犿＝０

珚犘狀犿 ｃｏｓθ（ ）犮 珚犘狀犿 ｃｏｓ（ ）θ ＝ ２狀＋槡 １珚犘狀０ ｃｏｓθ－θ（ ）（ ）犮 （６２）

　　上式两端乘ｄｃｏｓθ，并在θ１和θ２之间取定积分：

∑
狀

犿＝０

珚犘狀犿 ｃｏｓθ（ ）犮∫

ｃｏｓθ２

ｃｏｓθ１

珚犘狀犿 ｃｏｓ（ ）θｄｃｏｓθ＝ ２狀＋槡 １∫

ｃｏｓθ２

ｃｏｓθ１

珚犘狀０ ｃｏｓθ－θ（ ）（ ）犮 ｄｃｏｓθ （６３）

　　注意到

ｄｃｏｓθ＝ｄｃｏｓθ犮＋θ－θ（ ）犮 ＝ｄｃｏｓθ犮ｃｏｓθ－θ（ ）犮 －ｓｉｎθ犮ｓｉｎθ－θ（ ）［ ］犮

＝－ｃｏｓθ犮ｓｉｎθ－θ（ ）犮 ｄθ－θ（ ）犮 －ｓｉｎθ犮ｃｏｓθ－θ（ ）犮 ｄθ－θ（ ）犮 （６４）

则式（６３）给出：

∑
狀

犿＝０

珚犘狀犿 ｃｏｓθ（ ）犮∫
θ２

θ１

珚犘狀犿 ｃｏｓ（ ）θｓｉｎθｄθ

＝ ２狀＋槡 ［１ｃｏｓθ犮∫
θ２

θ１

珚犘狀０ ｃｏｓθ－θ（ ）（ ）犮 ｓｉｎθ－θ（ ）犮 ｄθ－θ（ ）犮

＋ｓｉｎθ犮∫
θ２

θ１

珚犘狀０ ｃｏｓθ－θ（ ）（ ）犮 ｃｏｓθ－θ（ ）犮 ｄθ－θ（ ）犮

此式即是式（５８）。

式（６２）两端乘ｄｓｉｎθ，经过类似推导，可得式（５９）。

４．２　式（６０）的推导

对于狆阶狇次缔合勒让德函数，仿照式（６２），写出分解式：

∑
狆

狇＝０

珚犘狆狇 ｃｏｓθ（ ）犮 珚犘狆狇 ｃｏｓ（ ）θ ＝ ２狆＋槡 １珚犘狆０ ｃｏｓθ－θ（ ）（ ）犮 （６５）

式（６２）与式（６５）两端相乘得：

∑
狀

犿＝０
∑
狆

狇＝０

珚犘狀犿 ｃｏｓθ（ ）犮 珚犘狀犿 ｃｏｓ（ ）θ珚犘狆狇 ｃｏｓθ（ ）犮 珚犘狆狇 ｃｏｓ（ ）θ

＝ ２狀＋（ ）１ ２狆＋（ ）槡 １珚犘狀０ ｃｏｓθ－θ（ ）（ ）犮
珚犘狆０ ｃｏｓθ－θ（ ）（ ）犮

（６６）

上式两端乘ｄｃｏｓθ，并在θ１和θ２之间取定积分：

∑
狀

犿＝０
∑
狆

狇＝０∫

ｃｏｓθ２

ｃｏｓθ１

珚犘狀犿 ｃｏｓθ（ ）犮 珚犘狀犿 ｃｏｓ（ ）θ珚犘狆狇 ｃｏｓθ（ ）犮 珚犘狆狇 ｃｏｓ（ ）θｄｃｏｓθ

＝ ２狀＋（ ）１ ２狆＋（ ）槡 １∫

ｃｏｓθ２

ｃｏｓθ１

珚犘狀０ ｃｏｓθ－θ（ ）（ ）犮
珚犘狆０ ｃｏｓθ－θ（ ）（ ）犮 ｄｃｏｓθ

　　将式（６４）代替上式右端的ｄｃｏｓθ，得：

∑
狀

犿＝０
∑
狆

狇＝０

珚犘狀犿 ｃｏｓθ（ ）犮 珚犘狆狇 ｃｏｓθ（ ）犮∫

ｃｏｓθ２

ｃｏｓθ１

珚犘狀犿 ｃｏｓ（ ）θ珚犘狆狇 ｃｏｓ（ ）θｄｃｏｓθ

＝ ２狀＋（ ）１ ２狆＋（ ）槡 ［１ －ｃｏｓθ犮∫
θ２－θ

θ１－θ犮

珚犘狀０ ｃｏｓθ－θ（ ）（ ）犮
珚犘狆０ ｃｏｓθ－θ（ ）（ ）犮 ｓｉｎθ－θ（ ）犮 ｄθ－θ（ ）犮 －

ｓｉｎθ犮∫
θ２－θ１

θ１－θ

珚犘狀０ ｃｏｓθ－θ（ ）（ ）犮
珚犘狆０ ｃｏｓθ－θ（ ）（ ）犮 ｃｏｓθ－θ（ ）犮 ｄθ－θ（ ）］犮

　　此式即是式（６０）。

式（６０）两端乘ｄｓｉｎθ，经与上面类似的推导，即得式（６１）。

５３
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５　结　语

本文研究了有关完全正常化勒让德函数的递

推关系，导出了若干新的递推关系。同时给出并

证明了７种检核式，可用于检核计算的完全正常

化缔和勒让德函数及导数和积分的正确性和精度

估计。本文推导的递推关系式的正确性已经验

证，至于它们的数值稳定性，特别是当其高阶递推

时的数值稳定性，尚待进一步研究。
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