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摘　要:为了降低采样点水平和高程误差对数字高程模型(digitalelevationmodel,DEM)建模精度的影响,受
总体最小二乘算法启发,以较高精度的多面函数(multiquadricfunction,MQ)为基函数,发展了整体最小二乘

MQ算法(MQＧT),并分别借助数值实验和实例分析验证模型计算精度.数值实验中,以高斯合成曲面为研

究对象,设计了受不同误差分量影响的采样数据,借助 MQＧT曲面建模,并将计算结果与传统 MQ 进行比较.

结果表明,当采样点仅受高程误差分量影响时,MQＧT 计算结果精度与 MQ 相当;当采样数据受水平误差分

量影响时,MQＧT计算结果中误差小于 MQ 中误差.实例分析中,以全站仪获取的采样数据为研究对象,借

助 MQＧT构建测区 DEM,并将计算结果与传统插值算法进行比较,如反距离加权(inversedistanceweighted,

IDW)法、克里 金 (Kriging)法 和 澳 大 利 亚 国 立 大 学 DEM 专 用 插 值 软 件 ((AustralianNationalUniversity
DEM,ANUDEM)法.精度分析表明,随着采样点密度降低,各种插值算法精度逐步降低;不管采样密度多少,

MQＧT计算精度始终高于传统插值算法;对山体阴影图分析表明,MQＧT相比 Kriging法有一定峰值削平现象.
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　 　 数 字 高 程 模 型 (digitalelevation model,

DEM)是对地球表面地形地貌的离散化数字表

达,其主要借助插值算法对不规则采样数据插值

完成[１Ｇ２].受仪器噪声、人为操作不当以及外界环

境不理想等因素影响,DEM 源数据不可避免地含

有采样误差,即误差是空间采样数据的基本属

性[３Ｇ６].插值过程中,采样误差能够被传播和放

大,进而显著影响 DEM 及其派生品的精度.为

此,众多研究人员建议采用光滑插值算法代替准

确插值用于曲面建模.例如,文献[７]使用克里金

(Kriging)法值移除地球物理数据中的噪声,实现

光滑地学曲面建模.文献[８]认为薄板样条算法

具有较强光滑性,可以有效去除采样数据中误差.
鉴于不规则三角网(triangulatedirregularnetＧ
work,TIN)线性插值的理论缺陷,文献[９]借助

二元二次多项式曲面加权平均实现了 DEM 光滑

插值.考虑到航天飞机雷达地形测绘任务(ShutＧ
tleRadarTopography Mission,SRTM)数据受

噪声影响,文献[９]利用 Kriging值完成 SRTM
重采样.为了抑制采样数据中噪声的影响,文献

[１０]发展了高精度曲面建模的光滑插值算法.理

论上,光滑插值算法仅降低采样数据中的高程误

差分量对曲面建模的影响,而忽略了水平误差分

量.尽管仅移除高程误差分量可实现 DEM 光滑

建模,但水平误差分量会导致 DEM 及其派生品

(如地形和水系特征线)产生平面位置误差[１１],进
而降低 DEM 在洪水风险分析[１２]、山体滑坡[１３]、
遥感影像配准[１４]等领域数字模拟结果的精度.
因此,在水平位置精度要求较高的应用中,DEM
建模时需同时考虑采样数据中的水平和高程误

差.
总体 最 小 二 乘 算 法 (totalleastsquares,
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TLS)是近３０年发展起来的一种能同时顾及系数

矩阵和观测向量误差的数据处理方法[１５].在曲

线(面)拟合中,TLS通过极小化所有采样点到待

定曲线(面)的正交距离之和,来降低采样数据水

平和高程误差分量对模拟结果的影响.大量实例

分析表明,当采样点受水平和高程误差分量影响

时,TLS模拟结果精度高于最小二乘算法[１６Ｇ１７].
实际应用中,TLS自身并不能作为插值算法直接

用于 DEM 建模.传统插值算法中,多面函数

(digitalelevationmodel,MQ)以其高计算精度

已成为 DEM 建模的主要技术手段[１８Ｇ１９].因此,
本文以 MQ为基函数,借助 TLS处理误差思路,
发展总体最小二乘 MQ 算法(MQＧT),以降低采

样点水平和高程误差分量对模拟结果的影响,进
而实现DEM 高精度建模.

１　MQＧT原理

１．１　传统 MQ
在曲面建模中,MQ 基于数值逼近理论,假

设任意平滑的规则或者不规则曲面均可以由简单

曲面相互叠加进而逼近到任意精度等级[２０].MQ
求算未知点(xi,yi)函数值的解析表达式为[２１]:

f(xi,yi)＝∑
n

j＝１
wjφ(rij)＋∑

m

j＝０
bjpj(xi,yi)

(１)
式中,m 表示多项式阶数,本文取m＝１;n 表示采

样点数;pj(xi,yi)和bj分别表示多项式的项和

对应权重系数;rij表示待求点到第j 个采样点的

距离;φ(r)和 w 分别表示映射函数和对应权重.
因此,基于式(１)求算未知点函数值f(xi,yi)的
前提是已知b和w.

因采样点总数小于未知参数个数(n＜n＋
m),直接利用最小二乘算法无法解算未知参数

值.因此,可借助岭回归推导 MQ 基本方程组.
岭回归实质上是一种改良的最小二乘估计法,通
过放弃最小二乘法的无偏性,以损失部分信息、降
低精度为代价获得回归系数更为符合实际、更可

靠的回归方法[２２].岭回归目标函数是在最小二

乘方法目标函数基础上加一正则项.基于岭回归

获得 MQ目标函数为:

min
w,e

F(w,e)＝
１
２wTw＋

c
２eTe

s．t．fi＝φiw＋pib＋ei,i＝１􀆺n

ì

î

í

ïï

ïï

(２)

式中,fi ＝f (xi,yi);w ＝ w１􀆺wn[ ] T,b＝
b０􀆺bm[ ] T;e＝ e１􀆺en[ ] T,表示采样点高程误

差;φi＝[φ(ri１)]􀆺φ(rin)];pi＝[p０(xi,yi)􀆺

pm(xi,yi)];c表示光滑参数.
为了求式(２)极小值,由拉格朗日乘数法构建

辅助函数为:

L(w,e,b,α)＝
１
２wTw＋

c
２eTe＋

∑
n

i＝１
αi(fi－φiw－pib－ei)

(３)

式中,α 表示拉格朗日算子.
对L(w,e,b,α)求关于w、e、b和α 的导数

并等于零得:

∂L(w,e,b,α)
∂w ＝０⇒w＝∑

n

i＝１
αiφT

i

∂L(w,e,b,α)
∂ei

＝０⇒cei＝αi,i＝１􀆺n

∂L(w,e,b,α)
∂b ＝０⇒∑

n

i＝１
piαi＝０

∂L(w,e,b,α)
∂αi

＝０⇒φiw＋

　　pib＋ei＝fi,i＝１􀆺n

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(４)

式(４)中消去w 和e得:

K＋diag(１
c

) P

PT ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

α
b
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú＝

f
０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

(５)

式 中,P ＝ (pij ),pij ＝ pj (xi,yi );α ＝
α１􀆺αn[ ] T;f＝ f１􀆺fn[ ] T;K＝(kij)为 MQ 径

向基函数,由核方法推导而来,即kij＝k(rij)＝

φiφT
j .文献[２３]分析认为,三次曲面作为核函数

其精度优于 Hardy所采用的双曲面法,故本文采

用k(r)＝１＋r３.

将w＝∑
n

i＝１
αiφT

i 代入式(１)得:

f(xi,yi)＝∑
n

j＝１
αjφiφT

j ＋∑
m

j＝０
bjpj(xi,yi)

　　　　　＝∑
n

j＝１
αjk(rij)＋∑

m

j＝０
bjpj(xi,yi)

(６)
其矩阵形式为:

f＝Kα＋Pb (７)

　　因此,基于 MQ插值计算时必须首先解算方

程组(５)获得α 和b 的值,然后基于式(６)或式

(７)求算未知点函数值.由以上推导可见,MQ计

算中仅考虑采样点高程误差对模拟结果的影响,
而忽略了水平误差分量.当采样点同时含有水平

和高程误差时,此方案势必使得 MQ 插值结果产

生平面位置误差.

０４７
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１．２　MQＧT
理论上,式(１)可看作为原始特征空间中的超

平面方程,其法向量为(w －１).因此,基于整体

最小二乘算法思想,点的平面位置误差为点到超

平面的垂直距离.对于 MQ 而言,采样点平面位

置误差可表达为:

εi＝
fi－φiw－pib

１＋wTw
(８)

因此,MQＧT的目标函数表达为:

min
w,ε

F(w,ε)＝
１
２wTw＋

c
２εTε

s．t．fi＝φiw＋pib＋εi １＋wTw,i＝１􀆺n

ì

î

í

ï
ï

ïï

(９)

　　类似 MQ 推导过程,对式(９)由拉格朗日乘

数法构建辅助函数,求其关于w、ε、b、α 的导数

并等于零得:

∂L(w,ε,b,α)
∂w ＝０⇒w＝∑

n

i＝１
αiφT

i

∂L(w,ε,b,α)
∂εi

＝０⇒cεi＝αi １＋wTw,i＝１􀆺n

∂L(w,ε,b,α)
∂b ＝０⇒∑

n

i＝１
piαi＝０

∂L(w,ε,b,α)
∂αi

＝０⇒φiw＋pib＋εi １＋wTw ＝fi,i＝１􀆺n

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

(１０)

对式(１０)消去w 和ε得:

K＋diag(１＋wTw
c

) P

PT ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

α
b
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú＝

f
０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

(１１)

因wTw＝αTKα,则式(１１)迭代表达式为:

K＋diag(１＋(αT)(i)Kα(i)

c
) P

PT ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

α(i＋１)

b(i＋１)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú＝

f
０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

(１２)
式中,i为迭代次数.

比较式(５)和式(１２)得出,MQ 为 MQＧT 特

殊情况,即当αTKα＝０时的情况.因此,式(１２)
计算时,应先借助式(５)求算α,然后基于式(１２)
迭代计算,直至α 和b收敛.

２　DEM 建模算法精度分析

本文分别以数值实验和实例分析验证 MQＧT
计算精度.数值实验中,以高斯合成曲面为研究

对象,分别设计受不同误差分量污染的采样数据,
基于 MQＧT曲面建模,并与传统 MQ方法计算结

果比较,验证模型的去噪性.实例分析中,以全站

仪获取的采样数据为研究对象,借助 MQＧT构建

测区 DEM,并将其与传统插值算法 (如IDW,

Kriging和 ANUDEM)计算结果比较,验证模型

的实用性.
２．１　数值实验

高斯合成曲面表达式为:

z(x,y)＝３(１－x)２e－x２－(y＋１)２ －

１０(x
５－x３－y５)e－x２－y２ －

１
３e－(x＋１)２－y２

计算区域为 －３,３[ ] × －３,３[ ] ,模拟区域网格数

为１０１×１０１.从高斯合成曲面中随机采集３１×
３１个采样点用于曲面建模,采样点分别受如下误

差影响.
例１:仅受高程误差分量影响.其中,误差来

源于正态分布 N (０,０．０２).
例２:仅受水平误差分量影响.其中,x 和y

坐标误差均来源于 N (０,０．０１).因此,例１中高

程误差分量方差和例 ２中水平误差分量方差相

等.此方案可用于比较水平和高程误差对模拟结

果精度影响的程度.
例３:同时受水平和高程误差分量影响.其

中,水平和高程误差分别来源于正态分布 N (０,

０．０１)和 N (０,０．０２).
实例中分别采用中误差(rootmeansquared

error,RMSE)和平均误差(meanerror,ME)作

为精度指标比较 MQＧT 和 MQ 模拟结果精度.
中误差和平均误差计算的公式为:

RMSE＝
∑
k

i＝１

(zi －̂zi)２

k
(１３)

ME＝
∑
k

i＝１

(zi －̂zi)

k
(１４)

式中,zi 和ẑi 分别表示第i个检核点的真实值和

模拟值;k表示检核点个数.
由表１可见,当采样点仅受高程误差分量影

响时(例１),两种方法模拟结果相当,表明 MQＧT
对高程误差具有较好的光滑性.当采样点仅受水

平误差影响时(例２),两种方法模拟结果精度均

１４７
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低于例 １,且 MQＧT 误差小于 MQ 误差,表明

MQＧT能较好消除采样点水平误差分量对曲面模

拟的影响.当采样点水平和高程坐标分量均受误

差影响时(例３),两种方法模拟结果精度均低于

例１和例２,表明采样点精度越低,模拟结果精度

越低;MQＧT中误差明显小于 MQ,但前者平均误

差略大于后者.综上所述,当采样点含有水平误

差分量时,以中误差为误差指标,MQＧT模拟结果

精度高于 MQ.

表１　３种误差分布条件下,MQ和 MQＧT模拟

结果精度比较

Tab．１　AccuracyComparisonBetweentheClassical
MQandMQＧTUnderDifferentErrorDistributions

算例
误差分布

水平分量 高程分量
方法 RMSE ME

例１ Ｇ
N (０,
０．０２)

MQ
MQＧT

０．０６２７
０．０６２１

０．００７
０．００７

例２
N (０,
０．０１) Ｇ

MQ
MQＧT

０．１４７８
０．１３９３

－０．００３
－０．００２

例３
N (０,
０．０１)

N (０,
０．０２)

MQ
MQＧT

０．１５８７
０．１４２７

－０．０１４
－０．０１５

２．２　实例分析

测区位于山东省济南市,测区面积为３．３６
km２,最小和最大高程分别为１０９．６m 和 ３６４．５
m.利用全站仪获取该测区５３９４个采样点,平
均点间距(sampleinterval,SI)为２５m.基于全

站仪测角和测距精度指标以及数据采集时各种观

测条件,采样点平面和高程精度分别为５cm 和

１０cm.为了验证采样点密度对 DEM 精度的影

响,将原始采样数据依次抽稀,每次抽稀后数据点

数和对应样点间距如表２所示.除了 MQＧT 和

MQ外,还采用传统插值算法如IDW、Kriging以

及 ANUDEM 进行１０m 分辨率 DEM 建模.为

了验证 DEM 精度,借助实时动态定位软件 RTK
获取了该测区５００个检核点(见图１).各种插值

算法构建DEM 精度如表３所示.

表２　采样点与采样点平均点间距对应关系

Tab．２　RelationshipBetweenNumberof
SamplePointsandSampleInterval
采样点数 点间距/m
２１００ ４０
２７４２ ３５
３７２１ ３０
５３９４ ２５

　　由表３可见,随着平均点间距增大,各种插值

算法精度均有所下降.具体而言,IDW、Kriging、

ANUDEM 和 MQ 降幅分别为４６％、３２％、１５％

和３８％;MQＧT 精度降幅为 ３１％.结果表明,

ANUDEM 模拟结果受采样点间距影响最小,而

IDW 影响最大.不管采用何种采样点间距,MQＧ
T计算精度均高于其他插值方法.MQＧT平均计

算精度分别是IDW 的１．６１倍、Kriging法的１．０９
倍、ANUDEM 法的１．２２倍以及 MQ的１．０３倍.

图１　采样点分布图

Fig．１　DistributionofCheckpointsintheStudySite

表３　各种插值算法模拟结果中误差/m

Tab．３　RMSEofDifferentInterpolationMethods/m

点间距 IDW Kriging ANUDEM MQ MQＧT
４０ ３．９３ ２．４３ ２．６８ ２．３８ ２．２６
３５ ３．４１ ２．３７ ２．５５ ２．２４ ２．１１
３０ ３．１７ ２．２２ ２．４３ ２．０９ ２．０６
２５ ２．６９ １．８４ ２．２８ １．７３ １．７３
平均 ３．３０ ２．２２ ２．４９ ２．１１ ２．０４

　　各种插值方法基于３０m 平均点间距采样点

构建的１０m 分辨率 DEM 山体阴影图如图２所

示.由图２可见,IDW 结果最粗糙,这主要是因

为IDW 为准确插值算法,无法光滑去噪.ANUＧ
DEM 法结果最光滑,去噪效果明显,但导致很多

微地形特征信息丢失(如图２(c)中圆圈标注的区

域).Kriging法、MQ 法和 MQＧT 法结果相似,
但前两种方法模拟结果有零散坑洼和凸起(如图

２(b)和２(d)中方框标注区域).相比较而言,

MQＧT 法 模 拟 结 果 稍 好 于 其 他 方 法.但 相 比

Kriging法,MQＧT法结果左上角的山脊有峰值削

平现象(如图２(e)中圆圈标记区域).

３　结　语

为了降低采样数据中的水平和高程误差分量

对DEM 建模精度的影响,本文以较高插值精度

的多面函数(MQ)为基函数,借助整体最小二乘

算法(TLS)思路,发展了整体最小二乘 MQ 算法

(MQＧT).数值实验分析表明:(１)当采样点仅受

高程误差分量影响时,MQＧT法计算结果精度与

MQ法相当;(２)当采样点受水平误差分量影响,

２４７
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图２　各种插值算法构建 DEM 的山体阴影图

Fig．２　HillshadesofIDW,Kriging,ANUDEM,

MQandMQＧTAlgorithms

以中误差为误差指标,MQＧT计算结果精度高于

MQ法.实例分析中,分别基于 MQ 法和 MQＧT
法构建测区DEM,并将计算结果与传统插值算法

(如IDW、Kriging、ANUDEM)比较.结果分析

表明:(１)各种插值算法结果精度均随采样点密度

的降低而逐步降低,其中,ANUDEM 精度变化最

小,IDW 精度变化最大;(２)不管采用何种采样点

间隔,MQＧT精度始终高于其他插值算法.
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Abstract:Motivatedbytheideaoftotalleastsquaredmethod,atotalerrorＧbasedmultiquadricmethod
(MQＧT)hasbeendevelopedtodecreasetheeffectofbothhorizontalandverticalerrorsinherentin
samplepointsonsurfacemodeling．TwoexamplesincludinganumericaltestandarealＧworldexample
were,respectively,employedtotesttherobustnessofMQＧTtosampleerrors．ThenumericaltestinＧ
dicatesthatwhensamplepointsareonlysubjecttoverticalerrors,MQＧThasasimilarperformanceto
MQ．Whensamplepointsaresubjecttohorizontalerrors,MQＧTismoreaccuratethanMQ．InthereＧ
alＧworldexample,MQＧTwasusedtoconstructDEMswithsamplepointscollectedbyatotalstation
instrument,anditsaccuracywascomparedwiththoseofclassicalinterpolationmethodsincludinginＧ
versedistanceweighting,ordinaryKriging(Kriging)andANUDEM．Resultsindicatethatwiththe
decreaseofsampledensity,theinterpolationaccuraciesofallmethodsbecomelower．Regardlessof
sampledensity,MQＧTisalwaysmoreaccuratethantheothermethods．Yet,comparedwithKriging,

MQＧThasapeakＧcuttingproblem．
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