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病态方程基于犔犻狌估计的一种迭代估计新方法
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摘　要：当线性回归模型的设计矩阵病态时，最小二乘（ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅ，ＬＳ）估值方差大且不稳定，已不是一种优

良估计。为了减弱病态性，许多有偏估计法如岭估计、主成分估计、Ｌｉｕ估计等被提出。基于Ｌｉｕ估计，引入

迭代的思想，提出了一种新的有偏估计法—迭代估计法。借助对称正定矩阵的谱分解，将迭代公式转化为便

于解算的解析表达式，并证明迭代公式在修正因子犱∈［－１，１］是收敛的。基于Ｌｉｕ估计中修正因子犱的确

定方法，在均方误差最小的情况下给出最优修正因子犱的确定公式。最后，分别利用ＬＳ估计、岭估计、Ｌｉｕ估

计和提出的迭代估计对两个算例进行计算并给出实验结果。在第一个算例中，对观测向量添加不同的扰动，

结果表明迭代估计法具有更强的抗干扰能力；第二个算例的结果表明，迭代估计法所得结果更接近于真值，即

迭代估计法在均方误差意义下优于ＬＳ估计、岭估计和Ｌｉｕ估计。
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　　最小二乘估计自 ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ定理建立

后，便作为一个良好的估计而广泛应用。然而，在

应用中人们逐渐发现，法方程系数阵呈病态时，模

型设计阵的列向量间存在复共线性关系（ｍｕｌｔｉ

ｃｏｌｌｉｎｅａｒｉｔｙ），这往往会引起ＬＳ估计性质显著变

坏，模型的解不稳定。为了解决法矩阵病态的问

题，研究学者提出了有偏估计这一理论和方法。

目前常用的有偏估计有Ｓｔｅｉｎ压缩估计
［１，２］、主成

分估计［３］、岭估计［４６］、Ｌｉｕ估计
［７９］等，它们在均

方误差（ｍｅａｎｓｑｕａｒｅｄｅｒｒｏｒ，ＭＳＥ）准则下均局

部或一致地改进了参数的ＬＳ估计。但当存在较

严重的复共线性时，岭估计、Ｌｉｕ估计不能完全克

服病态问题。除此之外，谱修正迭代法［１０，１１］、遗

传算法［１２］等也是常用的解决病态问题的方法。

考虑线性模型：

犔＝犃犡＋Δ （１）

式中，设计阵犃为已知的犿×狀（犿＞狀）阶列满秩

阵；犡为狀×１阶未知参数向量；犔为犿×１阶观

测向量；Δ 为犿×１阶误差向量；且犈（Δ）＝０，

Ｃｏｖ（Δ）＝σ
２犐。其经典最小二乘估值为：

︵
犡ＬＳ＝ （犃′犃）

－１犃′犔 （２）

　　当犃′犃 病态，即它的特征根中至少有一个近

似于零，（犃′犃）－１中的元素变得很大，一方面导致

最小二乘估值不稳定且偏离真值；另一方面会放

大模型观测中干扰的影响。所以，若模型（１）病

态，ＬＳ估计已不再适应。判断矩阵犃′犃 是否“病

态”或“病态”的程度，可以采用条件数来衡量。

犃′犃（因犃是列满秩的，所以犃′犃 为对称正定矩

阵）的条件数为［１３］：

ｃｏｎｄ（犃′犃）＝
狉ｍａｘ
狉ｍｉｎ

（３）

式中，狉ｍａｘ、狉ｍｉｎ表示矩阵犃′犃 的最大、最小特征值。

条件数越大，矩阵犃′犃 病态性越严重。为了解决

犃′犃 病态问题，Ｈｏｅｒｌ和 Ｋｅｎｎａｒｄ
［４］在１９７０年提

出了岭估计，则模型（１）的岭估计为：

︵
犡λ ＝ （犃′犃＋λ犐）

－１犃′犔 （４）

式中，λ＞０为岭参数，其确定方法有 犔曲线

法［１４，１５］、岭迹法［１６］、广义交叉效验（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ

ｃｒｏｓｓｖａｌｉｄａｔｉｏｎ，ＧＣＶ）法
［１７］等。这里犃′犃＋λ犐

的条件数为：



　第４２卷第８期 姜兆英等：病态方程基于Ｌｉｕ估计的一种迭代估计新方法

狉ｍａｘ＋λ
狉ｍｉｎ＋λ

犳（λ） （５）

　　显然，λ＞０时有如下关系：

ｃｏｎｄ（犃′犃＋λ犐）＜ｃｏｎｄ（犃′犃） （６）

　　且

犳′（λ）＝
狉ｍｉｎ－狉ｍａｘ
（狉ｍｉｎ＋λ）

２ ＜０ （７）

故ｃｏｎｄ（犃′犃＋λ犐）是λ的递减函数。所以，当犃′犃

严重病态时，可选取足够大的λ使犃′犃＋λ犐的条

件数降到预期值。但参数λ太大，虽然可以稳定

地求解，但该解与模型（１）的实际解相差甚远，是

一个相当糟糕的逼近。但若λ太小，则对问题病

态性的改善不起作用，解的不稳定性依然存在。

１９９３年，Ｌｉｕ结合岭估计和Ｓｔｅｉｎ估计提出了一

种新的有偏估计：

︵
犡犱 ＝ （犃′犃＋犐）

－１（犃′犔＋
︵
犱犡ＬＳ） （８）

式中，０＜犱＜１为一修正因子。特别当犱＝１时，

Ｌｉｕ估计为经典的最小二乘估计。同时Ｌｉｕ还给

出了其推广形式：

︵
犡犱 ＝ （犃′犃＋犐）

－１（犃′犔＋
︵
犇犡ＬＳ） （９）

式中，犇＝ｄｉａｇ（犱犻），为修正因子犱犻 的对角矩阵，

且０＜犱犻＜１（犻＝１，２，…，狀）。文献［７］指出Ｌｉｕ估

计可得到比ＬＳ估计更小的 ＭＳＥ，但相较于岭估

计，Ｌｉｕ估计得到的 ＭＳＥ不一定优于岭估计。由

于
︵
犡犱 是参数犱 的线性函数，故犱的确定比岭参

数的确定要容易些。２００８年，Ｓａｋａｌｌｉｏｇｌｕ
［１８］基于

岭估计又提出了另外一种有偏估计：

︵
犡λ，犱 ＝ （犃′犃＋犐）

－１（犃′犔＋犱
︵
犡λ） （１０）

式中，－!＜犱＜＋!

。该估计就是将Ｌｉｕ估计中

的ＬＳ估计用岭估计代替，并将修正因子犱推广

到可取任意实数。在文献［１８］中，Ｓａｋａｌｌｉｏｇｌｕ证

明了该方法在 ＭＳＥ意义下优于最小二乘、岭估

计和Ｌｉｕ估计。本文在Ｌｉｕ估计的基础上引入迭

代求解的思想，提出了一种迭代估计方法。通过

实验验证了该方法在均方误差衡量准则下优于

ＬＳ估计、岭估计和Ｌｉｕ估计。

１　迭代估计公式及其收敛性

１．１　迭代估计公式的推导

虽然Ｌｉｕ估计能得到比ＬＳ更小的 ＭＳＥ，但

相较于岭估计，只有在满足一定条件下Ｌｉｕ估计

得到的 ＭＳＥ才会小于岭估计得到的
［１９］。为此，

本文基于Ｌｉｕ估计，引入迭代的思想，提出一种有

偏迭代估计法。

对于初值的选取可以采用两种方式，一是ＬＳ

估计，另一种为岭估计。下面以ＬＳ估计作为初

值为例给出迭代公式。

取
︵
犡
（０）
＝

︵
犡ＬＳ，为了方 便 书 写，记 狇 ＝

（犃′犃＋犐）－
１ ，则：

︵
犡
（１）
＝ （犃′犃＋犐）－

１（犃′犔＋犱
︵
犡ＬＳ）＝

　　　　狇犃′犔＋犱狇
︵
犡
（０） （１１）

　　将
︵
犡
（１）代替式（１１）中的

︵
犡
（０），得第二次估值：

︵
犡
（２）
＝狇犃′犔＋狇犱

︵
犡
（１）
＝

　　　狇犃′犔＋狇犱（狇犃′犔＋狇犱
︵
犡
（０））＝

　　　狇犃′犔＋犱狇
２犃′犔＋犱

２
狇
２
︵
犡
（０） （１２）

　　同样将
︵
犡
（２）代替式（１２）中的

︵
犡
（１），得第三次

估值：

︵
犡
（３）
＝狇犃′犔＋狇犱

︵
犡
（２）
＝

　　　狇犃′犔＋犱狇（狇犃′犔＋犱狇
２犃′犔＋

　　　犱
２
狇
２
︵
犡
（０））＝狇犃′犔＋犱狇

２犃′犔＋

　　　犱
２
狇
３犃′犔＋犱

３
狇
３
︵
犡
（０） （１３）

　　依次类推，即得迭代公式为：

︵
犡
（犽）
＝狇犃′犔＋犱狇

︵
犡
（犽－１）

＝ （狇＋犱狇
２
＋犱

２
狇
３
＋…＋犱

犽－１
狇
犽）犃′犔＋犱

犽
狇
犽
︵
犡
（０）
＝

　　　∑
犽－１

犼＝０

犱犼［（犃′犃＋犐）－
１］犼＋１犃′犔＋犱

犽［（犃′犃＋犐）－
１］犽

︵
犡ＬＳ＝

　　　｛∑
犽－１

犼＝０

犱犼［（犃′犃＋犐）－
１］犼＋１犃′犃＋犱

犽［（犃′犃＋犐）－
１］犽｝

︵
犡ＬＳ

（１４）

式中，犽＝１，２，…。　

１．２　迭代公式的解析表达式

矩阵犃′犃 为实对称正定阵，故存在正交矩阵

犙（即犙′犙＝犐）使得犃′犃＝犙Λ犙′，这里Λ＝

ｄｉａｇ｛狊１，狊２，…，狊狀｝是对角矩阵，且狊１≥狊２≥…≥

狊狀＞０为矩阵 犃′犃 的狀 个特征值。犃′犃＋犐＝

犙Λ犙′＋犙犐犙′＝犙（Λ＋犐）犙′，则：

狇＝ （犃′犃＋犐）
－１
＝犙（Λ＋犐）

－１
犙′＝犙犇犙′

式中，

犇＝ （Λ＋犐）－
１
＝ｄｉａｇ｛１／（狊１＋１），…，１／（狊狀＋１）｝

３７１１
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　　进一步有：

犱犼［（犃′犃＋犐）－
１］犼＋１犃′犃 ＝

犱犼（犙犇犙′·犙犇犙′·…·犙犇犙′）犙Λ犙′＝

犙（犱犼犇犼
＋１
Λ）犙′ （１５）

　　将式（１５）代入式（１４），并整理得：

︵
犡
（犽）
＝ ［犙（∑

犽－１

犼＝０

犱犼犇犼＋１Λ＋犱
犽犇犽）犙′］

︵
犡ＬＳ＝

　　犙犇犽，犱犙
︵
′犡ＬＳ （１６）

式中，犇犽，犱 ＝∑
犽－１

犼＝０

犱犼犇犼＋１Λ＋犱
犽犇犽，为一个狀阶对

角矩阵，第犻个对角元素为：

犱犻＝∑
犽－１

犼＝０

（ 犱
狊犻＋１

）犼· 狊犻
狊犻＋１

＋（
犱

狊犻＋１
）
犽

（１７）

式中，犻＝１，…，狀，犽∈犖
＋，犖＋表示正整数。

１．３　迭代公式的收敛性

将式（１２）与（１１）相减，得：

︵
犡
（２）
－
︵
犡
（１）
＝犱狇（

︵
犡
（１）
－
︵
犡
（０）） （１８）

　　将式（１３）与（１２）相减，得：

︵
犡
（３）
－
︵
犡
（２）
＝犱狇（

︵
犡
（２）
－
︵
犡
（１）） （１９）

　　将式（１８）代入式（１９），得：

︵
犡
（３）
－
︵
犡
（２）
＝犱

２
狇
２（
︵
犡
（１）
－
︵
犡
（０）） （２０）

　　以此类推，得：

︵
犡
（犽＋１）
－
︵
犡
（犽）
＝犱

犽
狇
犽（
︵
犡
（１）
－
︵
犡
（０））＝

犱犽［（犃′犃＋犐）－
１］犽（

︵
犡
（１）
－
︵
犡
（０））

（２１）

　　定理１
［２０］
　设狀阶任意方阵犕，则方阵犕 幂

收敛于零矩阵的充要条件为 犕 的所有特征值的

模都小于１。

设狊（狊＞０）为方阵犃′犃 的某一特征值，则矩

阵犱（犃′犃＋犐）－１相应的特征值为
犱
狊＋１

。所以，若

－１≤犱≤１，则有
犱
狊＋１

＜１。根据定理１可知，

当犽→＋!

，犱犽 ［（犃′犃＋犐）－１］犽→０，从而
︵
犡
（犽＋１）－

︵
犡
（犽）
→０，即迭代公式（１４）在－１≤犱≤１是收敛的。

２　修正因子犱的确定

在迭代公式（１４）中，若犽＝１则为Ｌｉｕ估计。

为此，式（１４）中犱的确定方法依据Ｌｉｕ估计中犱

的确定思路。

将模型（１）改写为典则形式：

犔＝犅犢＋Δ （２２）

式中，犅＝犃犙；犢＝犙′犡。则有：

犅′犅＝犙′犃′犃犙＝犙′犙Λ犙′犙＝Λ （２３）

则模型（２２）的最小二乘估值为
︵
犢ＬＳ＝Λ

－１犅′犔，岭

估值为
︵
犢λ＝（Λ＋λ犐）

－１犅′犔，Ｌｉｕ估值为：

︵
犢犱 ＝ （Λ＋犐）

－１（犅′犔＋犱
︵
犢ＬＳ）＝

（Λ＋犐）－
１（Λ＋犱犐）

︵
犢ＬＳ （２４）

　　则有如下的线性关系
［２１］：

︵
犡犱 ＝犙

︵
犢犱，ＭＳＥ（

︵
犡犱）＝ ＭＳＥ（

︵
犢犱）

　　由式（２４）知：

犈（
︵
犢犱）＝ （Λ＋犐）

－１（Λ＋犱犐）犈（
︵
犢ＬＳ）＝

（Λ＋犐）－
１（Λ＋犱犐）犢 （２５）

ｃｏｖ（
︵
犢犱）＝σ

２（Λ＋犐）－
１（Λ＋犱犐）Λ

－１·

（Λ＋犱犐）（Λ＋犐）－
１ （２６）

　　所以，Ｌｉｕ估值
︵
犢犱 的均方误差为：

ＭＳＥ（
︵
犢犱）＝ ‖犈（

︵
犢犱）－犢‖

２
＋ｔｒｃｏｖ（

︵
犢犱）＝

∑
狀

犻＝１

（犱－１）
２
狔犻

２

（狊犻＋１）
２ ＋σ

２

∑
狀

犻＝１

（狊犻＋犱）
２

狊犻（狊犻＋１）
２ ＝犳（犱）

（２７）

　　所以，

犳′（犱）＝２（犱－１）∑
狀

犻＝１

狔犻
２

（狊犻＋１）
２＋

２σ
２

∑
狀

犻＝１

狊犻＋犱

狊犻（狊犻＋１）
２

　　且

犳′（１）＝２σ
２

∑
狀

犻＝１

１

狊犻（狊犻＋１）
＞０ （２８）

　　因此一定存在０＜犱＜１，满足 ＭＳＥ（
︵
犢犱）＜

ＭＳＥ（
︵
犢ＬＳ）。使 ＭＳＥ达到最小的是使犳′（犱）＝０

的解，解得使 ＭＳＥ最小的修正因子为：

犱ｏｐｔ＝
∑
狀

犻＝１

（狔犻
２
－σ

２）／（狊犻＋１）
２

∑
狀

犻＝１

（狊犻狔犻
２
＋σ

２）／狊犻（狊犻＋１）
２

（２９）

式中，σ
２、狔犻（犻＝１，…，狀）未知，可以用ＬＳ估计法

或者岭估计法得到的σ
︵２、

︵
犢替代。

３　实验分析

算例１　将１１×９阶的 Ｈｉｌｂｅｒｔ矩阵作为线

性模型 犃犡＝犔 的观测矩阵犃，其元素犪犻犼 ＝

１

犻＋犼－１
，其中犻＝１，２，…，１１；犼＝１，２，…，９。设

未知参数的真值均为１，则没有误差的常数项为：

犔＝［２．８２９０　１．９２９０　１．５１９９　１．２６９９

１．０９６８　０．９６８２　０．８６８２　０．７８７９　０．７２１７
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０．６６６１　０．６１８８］′。

根据 式 （３），求 出 法 矩 阵 的 条 件 数 为

８．９８５９×１０１６，属于严重病态问题。在具体的处

理过程中，对犔的每个分量分别添加不同的扰动

误差ε（ε＝０．１，ε＝０．０１，ε＝０．００１）。分别用ＬＳ

估计、岭估计（参数的确定选用犔曲线法）、Ｌｉｕ估

计和本文的迭代估计公式进行计算，比较其估值

︵
犡、

︵
犡的均方误差以及

︵
犡 与犡 差的范数‖Δ

︵
犡‖＝

‖
︵
犡－犡‖的大小，其计算结果见表１～３。

表１　ε＝０．１时不同方法所得结果

Ｔａｂ．１　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＤｉｆｆｅｒｅｎｔＭｅｔｈｏｄｓｗｈｅｎε＝０．１

较值 真值 ＬＳ估计 岭估计 Ｌｉｕ估计 本文方法

１ １．６０６５ １．４８９１ １．０５０６ １．０５０６

１ －１６．１６００ －５．３０４３ １．０５３７ １．０５３９

１ ６９．５２２０ １２．２４３６ １．０５０９ １．０５０２

１ ２９４．２９００ １２．１７６４ １．０４９１ １．０４６１

︵
犡

１ －２０８２．４０００ －６．８４６８ １．０２１０ １．０４２３

１ ３７６５．７０００ －１９．５２５６ １．０７７７ １．０３９１

１ －１７１７．１０００ －１６．４０２１ １．０１８６ １．０３６２

１ －１４２８．５０００ ２．２６８８ １．０１９１ １．０３３８

１ １１２８．００００ ３２．８４９２ １．０４３２ １．０３１６

‖Δ
︵
犡‖ ０ ４．９８６９"１０３ ４５．７４９３ ０．１３９６ ０．１２９９

ＭＳＥ（
︵
犡） ０ ２．４８６９"１０７ ２０．９３０ ０．０１９４８ ０．０１６８

表２　ε＝０．０１时不同方法所得结果

Ｔａｂ．２　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＤｉｆｆｅｒｅｎｔＭｅｔｈｏｄｓｗｈｅｎε＝０．０１

较值 真值 ＬＳ估计 岭估计 Ｌｉｕ估计 本文方法

１ １．０６０７ １．０４８９ １．００５１ １．００５１

１ －７．１６０３ －３．６９５７ １．００５４ １．００５４

１ ７．８５２２ ２．１２４４ １．００５１ １．００５０

１ ３０．３２９０ ２．１１７６ １．００４９ １．００４６

︵
犡

１ －２０７．３４００ ２．１５３２ １．００２１ １．００４２

１ ３７７．４７００ －１．０５２６ １．００７８ １．００３９

１ －１７０．８１００ －７．４０２１ １．００１９ １．００３６

１ －１４１．９５００ １．１２６９ １．００１９ １．００３４

１ １１３．７０００ ４．１８４９ １．００４３ １．００３２

‖Δ
︵
犡‖ ０ ４．９８６９"１０２ ４．５７４９ ０．０１３９７ ０．０１２９９

ＭＳＥ（
︵
犡） ０ ２．４８６９"１０５ ２．０９３０ １．９５１１"１０－４ １．６８６８"１０－４

表３　ε＝０．００１时不同方法所得结果

Ｔａｂ．３　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＤｉｆｆｅｒｅｎｔＭｅｔｈｏｄｓｗｈｅｎε＝０．００１

较值 真值 ＬＳ估计 岭估计 Ｌｉｕ估计 本文方法

１ １．００６１ １．００４９ １．０００５ １．０００５

１ －０．８２８４ ０．９３６９ １．０００５ １．０００５

１ １．６８５２ １．００２４ １．０００５ １．０００５

１ ３．９３２９ １．１１１８ １．０００５ １．０００５

︵
犡

１ －１．９８３４ ０．９２１５ １．０００２ １．０００４

１ ３．８６４７ ０．７９４７ １．０００８ １．０００４

１ －１．６１８１ ０．８２５９ １．０００２ １．０００４

１ －１．３２９５ １．０１２７ １．０００２ １．０００３

１ １．２２７０ １．３１８５ １．０００４ １．０００３

‖Δ
︵
犡‖ ０ ４．９８６９ ０．４５７５ １．４０６５"１０－３ １．２９８８"１０－３

ＭＳＥ（
︵
犡） ０ ２．４８６９"１０３ ０．２０９３０ １．９７８２"１０－６ １．６８６８"１０－６

　　从表１～３可以得出如下结论：

１）在法矩阵严重病态的情况下，ＬＳ的解与真

值偏差很大，该估计法已不适应，且偏差随着观测

量扰动误差大小的变化而变化，扰动越大，偏差越

大。

２）在不同扰动误差的情况下，岭估计有效改

善了ＬＳ估计，但在添加扰动ε＝０．１时，岭估值与

真值的偏差依然很大。所以岭估计虽然能改善法
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方程病态时的解算效果，但在扰动误差比较大时

其求解效果仍不理想。

３）在加入不同程度的干扰后，Ｌｉｕ估计法和

迭代估计法所得结果均与真值偏差不大，都是可

靠的。干扰越小，偏差就越小，估值越接近于真

值，但本文所提的迭代法在精度上略高于Ｌｉｕ估

计法。

４）在该算例中，３种情况的迭代次数均为２

次，这是因为Ｌｉｕ估计就是它的第一次迭代，精度

已经很高，所以迭代完第二次后，ＭＳＥ几乎不发

生变化，故在这里只取了迭代两次的结果进行对

比。

算例２　取自文献［２２］中第４７页的例子。

设犘１，犘２，…，犘９ 为９个已知点，其坐标列于表４。

９个已知点到两个未知点犘１０，犘１１（假设模拟真值

分别为（０，０，０）和（７，１０，－５））的观测距离也列于

表４。两个未知点之间的观测距离为犱１０，１１＝

１３．１０７８５ｍ。要求根据１９个观测距离确定两个

未知点的坐标，其中各距离为等精度观测，中误差

为±０．０００１ｍ。

表４　控制点的坐标和观测距离

Ｔａｂ．４　ＣｏｏｒｄｉｎａｔｅａｎｄＯｂｓｅｒｖａｔｉｏｎＤｉｓｔａｎｃｅｏｆＣｏｎｔｒｏｌＰｏｉｎｔｓ

点号
坐标／ｍ 观测距离／ｍ

狓 狔 狕 犱犻，１０ 犱犻，１１

犘１ ２３．０００ １０．０００ ０．０１０ ２５．０７８６９ １６．７６５１７

犘２ １０．０００ ９．９９０ ０．０００ １４．１３４５１ １７．７１９６５

犘３ ３５．０００ １０．０１０ －０．０１０ ３６．４１５８８ ２８．４４２９４

犘４ １００．０００ １９．９９０ ０．００５ １０１．４７９４３ ９３．１６８３９

犘５ －３６．０００ １０．００５ ０．０００ ３７．３６４２２ ４３．２９９０５

犘６ ０．０００ １０．０１０ －０．００５ １０．０１００４ ８．６００６０

犘７ ５６．０００ ９．９９５ ０．０１０ ５６．９９６０６ ４９．２５６１８

犘８ －１５．０００ １０．１０５ －０．０１０ １８．０３５９０ ２２．５５９６６

犘９ －１．７０００ １０．００８ －０．０１５ １０．１５０６３ １０．０４３８２

　　 该 算 例 中 法 方 程 系 数 阵 的 条 件 数 为

ｃｏｎｄ（犃′·犃）＝４．６０１５×１０３，呈病态。分别用

ＬＳ估计、岭估计、Ｌｉｕ估计和本文的迭代估计进行

计算，比较计算的估值
︵
犡、

︵
犡 的均方误差以及

︵
犡

与犡 差范数‖Δ
︵
犡‖＝‖

︵
犡－犡‖的大小，计算结

果见表５。

表５　ＬＳ估计、岭估计、Ｌｉｕ估计以及本文方法的结果比较

Ｔａｂ．５　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅＲｅｓｕｌｔｓＡｍｏｎｇＬＳＥｓｔｉｍａｔｏｒ、ＲｉｄｇｅＥｓｔｉｍａｔｏｒ、ＬｉｕＥｓｔｉｍａｔｏｒａｎｄＯｕｒＭｅｔｈｏｄ

较值 真值 ＬＳ估计 岭估计 Ｌｉｕ估计 本文方法

０ －０．０３６８ －０．０４１１ －０．０３８０ －０．０３８４

０ ０．０５１８ ０．０２７５ ０．０２２７ ０．０２２０

０ ９．３６３１ ０．０８６０ ０．３７５９ ０．０５５９

︵
犡

７ ７．０４８８ ６．９７４６ ６．９７５９ ６．９７３３

１０ ５．５９６３ １０．０３６３ ９．８６６２ １０．０１９６

－５ －４．６４８２ －４．８７３５ －４．９０４４ －４．９１１７

参数 ０ ０ ０．４８２７ ０．１３７５ ０．１３７５

‖Δ
︵
犡‖ ０ １０．３５３３ ０．１６６７ ０．２１４２ ０．１１８３

ＭＳＥ（
︵
犡） ０ １８．２８１３ ０．２１９６ ０．１７０９ ０．０１４０

　　表５中的“参数”是指在不同估计方法中所需

要确定的参数，如岭估计法中指的是岭参数λ，

Ｌｉｕ估计法和本文所提的方法中指的是修正

因子犱。

从表５可知，岭估计、Ｌｉｕ估计和本文所提出

的迭代方法所得结果与真值比较接近，均提高了

ＬＳ解的精度。进一步对比估值的第三个分量，迭

代估计法得到的值比Ｌｉｕ估计法得到的值更接近

于真值，说明迭代估计法在病态问题求解中比

Ｌｉｕ估计更可靠准确。此次实验中，在采用Ｌｉｕ

估计的修正因子犱后，迭代法所得的 ＭＳＥ和偏

差均小于ＬＳ估计、岭估计和Ｌｉｕ估计，表明新方

法对病态方程的求解具有一定的有效性，所得结

果具有可信度。

４　结　语

在ＧＰＳ数据处理、工程控制网平差、形变观

测分析、大地测量反演等测量数据处理领域，系统

的病态性问题是常见的，并且病态性的危害作用
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非常严重。在病态问题的求解中，统计学家们提

出了许多有偏估计方法。本文在 Ｌｉｕ估计或

Ｓａｋａｌｌｉｏｇｌｕ提出的有偏估计法的基础上，引入迭

代的思想提出了一种新的有偏迭代估计法。若初

值选为ＬＳ估值，则第一次迭代式就是Ｌｉｕ估计；

若初值选为岭估计，则第一次迭代就是Ｓａｋａｌｌｉｏ

ｇｌｕ提出的估计法。针对迭代公式，证明了修正

因子在［－１，１］范围内的收敛性。借助矩阵的谱

分解给出迭代公式的解析形式，并给出修正因子

的选取公式。通过两个不同情况例子的实验结果

来看，迭代估计法优于ＬＳ估计和岭估计，求解精

度略高于Ｌｉｕ估计。还需要说明的是，本文的两

个例子均采用初值是ＬＳ估值。事实上不管初值

选为ＬＳ估值还是岭估计值，最后迭代公式总是

达到同一个精度。

本文所提的有偏迭代估计法受修正因子犱∈

［－１，１］的限制，不能使该方法所得到的估值达到

更高的精度。故如何拓宽修正因子的取值范围以

及每次迭代步骤中是否可以采用不同的最优的修

正因子都是下一步需要研究的问题。
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