
第４１卷 第１２期

２０１６年１２月

武 汉 大 学 学 报 · 信 息 科 学 版

ＧｅｏｍａｔｉｃｓａｎｄＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｏｆＷｕｈａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ

Ｖｏｌ．４１Ｎｏ．１２

Ｄｅｃ．２０１６

收稿日期：２０１５０８１７

项目资助：国家自然科学基金（４１２０１４１６，４１６７１３８３）。

第一作者：孙文彬，博士，副教授，主要从事全球离散格网理论及应用、智能计算、并行计算等方面的研究。ｓｗｂ１９９６＠１２６．ｃｏｍ

犇犗犐：１０．１３２０３／ｊ．ｗｈｕｇｉｓ２０１４０８４４ 文章编号：１６７１８８６０（２０１６）１２１５７７０７

基于内接正八面体的近似等积格网变形分析

孙文彬１　周长江１

１　中国矿业大学（北京）地球科学与测绘工程学院，北京，１０００８３

摘　要：介绍了一种基于内接正八面体和Ｓｎｙｄｅｒ投影的近似等积格网构建方法。先构建与球面面积相等的

正八面体，将正八面体的面作为初始剖分面，然后采用四元三角剖分方法将初始剖分面分割成层次嵌套的三

角格网，利用Ｓｎｙｄｅｒ等积投影将正八面体面上的层次格网投影至球面，用大圆弧代替Ｓｎｙｄｅｒ投影弧，构建近

似等积的全球离散格网系统。在分析Ｓｎｙｄｅｒ投影弧和大圆弧差异的基础上，依次计算各层次格网的面积、长

度、角度值；根据计算结果分析了不同层次近似等积格网面积、长度、角度变形规律及空间分布特征。结果表

明，随着剖分层次的增加，格网面积误差呈减小的趋势；剖分层次为１０时，９９．８％的格网面积偏差在－１０％

～１０％之间，面积变形较大的格网均位于由正八面体面的中心到三个顶点的连线附近；格网长度、角度最大值

与最小值的比均呈收敛的趋势，分别收敛至１．７３和３．０３。

关键词：正八面体；几何变形特征分析；四元三角剖分；近似等积格网；Ｓｎｙｄｅｒ投影；层次剖分；几何变形收敛
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　　全球离散格网是基于（椭）球面的一种可以无

限细分，但又不改变形状的地球体拟合格网，当细

分到一定层次时，可以达到模拟地球表面的目的。

它具有良好的离散性、层次性和全球连续性［１６］，

已广泛应用于空间数据索引、ＤＥＭ 数据可视化、

海洋分析建模［７］、影像数据管理［８］等方面。但目

前全球离散格网的应用多集中在定性分析方面，

在诸如地学统计等定量分析方面的应用极少［９］。

为此，国内外众多学者对全球离散格网的面积、角

度、长度、紧致度等变形规律进行了较为深入的研

究。Ｋｉｍｅｒｌｉｎｇ等给出了评价格网几何特征优越

性的标准［１０１２］，并指出格网等积性、几何和拓扑一

致性是拓展全球离散格网应用的重要基础。

Ｗｈｉｔｅ等分析了基于内接正多面体格网的面积和

紧致度变形规律，并绘制了格网面积、紧致度的变

形统计直方图［１１］；Ｋｉｍｅｒｌｉｎｇ等探讨了全球离散

格网的面积和角度变形情况，绘出了面积和角度

变形的等值线分布图［１０，１３］；Ｇｒｅｇｏｒｙ等分析了内

接正八面体和正二十面体离散格网边的中点比率

（ｃｅｌｌｗａｌｌｍｉｄｐｏｉｎｔｒａｔｉｏ）变化规律
［１４］；Ｍｉｎｇ等

研究了ＱＴＭ（ｑｕａｄｔｒｉａｎｇｌｅｍｅｓｈ）、Ｓｎｙｄｅｒ投影

格网的面积变形情况［１５，１６］；赵学胜等探讨了

ＱＴＭ格网面积、角度、长度的变形规律及收敛趋

势［１７］；贲进等研究了球面等积六边形格网的几何

变形规律［１８］；张胜茂对比分析了正八面体和正二

十面体格网的面积变形情况［１９］；白建军等探讨了

椭球面离散格网的几何变形规律及收敛趋势［２０］。

本文介绍了一种基于内接正八面体和Ｓｎｙｄｅｒ投

影的近似等积格网构建方法，为拓展全球离散格

网在地学统计等定量分析方面的应用奠定基础，

并分析其规律。

１　近似等积格网的生成

目前，全球离散格网构建多采用投影法。投

影法是先在辅助体表面按照一定的规则进行层次

细分，再采用Ｇｎｏｍｏｎｉｃ、Ｓｎｙｄｅｒ等投影方式将格

网映射到球面，如ＱＴＭ
［２０２５］等，辅助体多选用阿

基米德立体。投影法大多能保证格网系统的嵌套

层次性。为此，本文采用投影法来生成近似规则

等积格网系统。与其他阿基米德立体相比，正八

面体每个面均为等边三角形（图１（ａ）），具有良好

的几何特性［２１２５］，且其边与球面主要经线和纬线

重合，到球面的投影转换简单高效，适合作为本文
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的辅助剖分体。

构建等积格网时，首先需要构建与球面等积

的正八面体，然后在其表面构建等积格网，再将它

们投影至球面。要保证正八面体的表面积与球面

面积相等，则由正八面体中心到顶点的长度必然

会大于（投影）球的半径，会形成正八面体与球面

相割的情况（图１（ｂ））；然后采用四元三角剖分方

式在正八面体的表面构建等积格网（图１（ｃ））；最

后应用Ｓｎｙｄｅｒ投影实现正八面体表面格网到球

面的映射（图１（ｄ））。

图１　基于投影法的等积格网构建

Ｆｉｇ．１　ＣｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇＥｑｕａｌａｒｅａＧｒｉｄＢａｓｅｄｏｎＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

由于Ｓｎｙｄｅｒ投影以牺牲格网的形状为代价

来保证格网的等积性，且Ｓｎｙｄｅｒ投影弧非大圆

弧，导致严格等积格网的计算度量异常复杂。为

此，本文采用Ｓｎｙｄｅｒ投影的方式将正八面体表面

格网的顶点映射到球面，映射后各顶点用大圆弧

进行连接。这样就可利用球面面积、长度、角度等

公式直接计算格网的几何量。尽管采用该方式会

使格网等积性变差，但是极大地提高了格网度

量计算的效率。本文通过实验分析了Ｓｎｙｄｅｒ投

影弧与大圆弧线的差异，如图２所示。图２中折

线为Ｓｎｙｄｅｒ投影弧，光滑曲线为大圆弧。由图２

可知，随着剖分层次的增加，绝大多数的Ｓｎｙｄｅｒ

投影弧与大圆弧几乎重合。

图２　Ｓｎｙｄｅｒ投影弧与大圆线的差异

Ｆｉｇ．２　ＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆＧｒｅａｔＣｉｒｃｌｅａｎｄＳｎｙｄｅｒ

ＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎＡｒｃ

２　格网变形特征分析

格网的几何变形及收敛性分析是进行空间统

计分析的重要基础。为此，本文对近似等积格网

的变形情况进行了深入研究，使用面积偏差率来

表示格网面积变形情况：

犘＝
犛犖 －犛

犛
（１）

式中，犘为面积的偏差率；犛为投影前的平面格网

面积；犛犖为投影后的格网面积。试验中，首先计

算出每个格网的面积，再统计出各剖分层次格网

面积偏差率的最小值、最大值，并给出不同误差范

围格网的分布情况，如表１所示。

表１　不同面积变形格网的统计情况

Ｔａｂ．１　ＳｔａｔｉｓｔｉｃｓｏｆＧｒｉｄＮｕｍｂｅｒｓｗｉｔｈＤｉｆｆｅｒｅｎｔＡｒｅａＤｉｓｔｏｒｔｉｏｎ

层

次

面积偏差

率的最小值

－４０％～

－３０％

－３０％～

－２０％

－２０％～

－１０％

－１０％

～０

０～

１０％

１０％～

２０％

２０％～

３０％

３０％～

４０％

面积偏差

率的最大值

面积偏差率最大

值与最小值的比

１ －０．１３５ ０ ０ ３ ０ ０ ０ ０ １ ０．４０４ １．６２３

２ －０．２８７ ０ ４ ０ ０ ９ ０ ３ ０ ０．２４２ １．７４２

３ －０．３０３ ３ ３ ３ ２１ ２７ ０ ７ ０ ０．２８７ １．８４７

４ －０．３２７ １０ ６ ０ １０５ １２０ ３ ６ ６ ０．３１４ １．９５２

５ －０．３３８ ２４ ６ ３ ４５３ ５０７ ０ １０ ２１ ０．３３０ ２．００９

６ －０．３４３ ５５ ９ ０ １９４１ ２０２８ ３ ６ ５４ ０．３３９ ２．０３８

７ －０．３４６ １２０ ６ ３ ７９７１ ８１５７ ０ １０ １１７ ０．３４４ ２．０５５

８ －０．３４７ ２４７ ９ ０ ３２３４３ ３２６８２ ３ ６ ２４６ ０．３４６ ２．０６１

９ －０．３４８ ５０４ ６ ３ １３０１６４ １３０９５６ ０ １０ ５０１ ０．３４７ ２．０６６

１０ －０．３４８ １０１５ ９ ０ ５２２８３７ ５２３６９２ ３ ６ １０１４ ０．３４８ ２．０６７

　　由表１可知，随着剖分层次的增加，面积偏差

率最小值的绝对值逐步增大。剖分层次为１时，

最小值为－０．１３５；剖分层次为１０时，面积偏差率

最小值增大至－０．３４８。面积偏差率最大值也呈

现出类似的规律，剖分层次为２时，最大值为

０．２４２；剖分层次为１０时，面积偏差率最大值增大

８７５１
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至０．３４８；格网面积偏差率的最大值与最小值比值

也由１．６２３增大至２．０６７。但面积偏差率的最大

值、最小值、格网面积最大／最小值的比均呈收敛

趋势，如图３所示。

图３　格网面积变形的收敛趋势

Ｆｉｇ．３　ＣｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅＴｒｅｎｄｏｆＧｒｉｄＡｒｅａＤｉｓｔｏｒｔｉｏｎｓ

　　面积偏差率的最小值、最大值仅说明了最坏

情况格网面积的变形情况，不能表征格网变形的

空间分布特征。为此，本文按１０％的间隔统计了

面积变形在各个区间的分布情况（表１）。随着剖

分层次的增加，格网面积偏差率大多都在－１０％

～１０％之间。以第１０层剖分格网为例，９９．８％的

格网面积偏差率在－１０％～１０％之间。由表１可

知，格网面积变形具有对称性，各正、负偏差率对

应区间内的格网数基本相等。绘制不同面积偏差

率的格网空间分布图，如图４所示。图４（ａ）、

４（ｂ）、４（ｃ）分别是剖分层次为５、６、７时不同面积

变形格网的空间分布情况。由图４可知，不同剖

分层次时，由剖分面中心点到三个顶点轴向上的

格网面积变形较大，格网位置越靠近正八面体的

三个顶点，格网面积变形越大；位于其他区域的格

网面积偏差均在［－５％，５％］之间。

图４　不同面积变形格网的空间分布情况

Ｆｉｇ．４　ＳｐａｔｉａｌＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆＤｉｆｆｅｒｅｎｔＡｒｅａＤｉｓｔｏｒｔｉｏｎＧｒｉｄｓ

　　格网边长的差异是衡量格网一致性的重要指

标之一。为此，本文引入了长度偏差率对格网边

的变形情况进行分析。长度偏差率可表示为：

犘犔 ＝
犔犖 －犔

犔
（２）

式中，犘犔为长度偏差率；犔为投影前平面格网的

边长；犔犖为投影后格网的边长。

首先计算出各剖分层次格网平均边长Ｌ，然

后计算出投影后格网的边长，最后利用式（２）计

算各格网边的长度偏差率。计算结果见表２。由

表２可知，随着剖分层次的增加，格网长度偏差率

的最小值由－０．１８增大至－０．２５；最大值由０．１０

表２　格网长度变形的统计情况

Ｔａｂ．２　ＳｔａｔｉｓｔｉｃｓｏｆＧｒｉｄＬｅｎｇｔｈＤｉｓｔｏｒｔｉｏｎｓ

层

次

长度偏差

率的最小值

－３０％!

－２０％

－２０％!

－１０％

－１０％

!０

０!

１０％

１０％!

２０％

２０％!

３０％

长度偏差

率的最大值

长度偏差率最大

值与最小值的比

１ －０．１８ ０ ６ ０ ６ ０ ０ ０．１０ １．３３

２ －０．２０ ６ １２ ０ １２ １８ ０ ０．１２ １．４１

３ －０．２３ １８ ４８ ０ ６６ ６０ ０ ０．１８ １．５３

４ －０．２４ ６０ １９８ ０ ２１０ ２７６ ２４ ０．２２ １．５９

５ －０．２４ ２２８ ７７４ ２４ ９２４ ９３０ １９２ ０．２４ １．６４

６ －０．２５ ９０６ ３１０８ ８４ ３６４２ ３７３２ ８１６ ０．２６ １．６７

７ －０．２５ ３５７０ １２４０２ ４１４ １４７１２ １４５８６ ３４６８ ０．２７ １．６９

８ －０．２５ １４２０８ ４９６９４ １６３６ ５８６８６ ５８０３２ １４３５２ ０．２８ １．７１

９ －０．２５ ５６７５４ １９８８１６ ６５７６ ２３４５１０ ２３１５５２ ５８２２４ ０．２９ １．７２

１０ －０．２５ ２２６９２０ ７９５１９８ ２６４６０ ９３７９８０ ９２４２４６ ２３４９２４ ０．２９ １．７２

９７５１
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增大至０．２９；长度偏差率的最大值与最小值比值

由１．３３增加至１．７２。与格网面积变形规律类

似，格网边偏差率的最小值、最大值、最大与最小

值的比均呈收敛的趋势，分别收敛至－０．２５、

０．２９、１．７３左右，如图５所示。此外，本文绘制了

格网边变形的空间分布图，如图６所示。图６

（ａ）、６（ｂ）、６（ｃ）分别为５、６、７层格网的长度变形

空间分布情况。由图６可知，格网长度变形与面

积变形具有相似的规律；由正八面体面的中心到

三个顶点轴向上的格网长度变形较大；格网越靠

近正八面体的三个顶点，其长度变形越大。

图５　格网长度变形的收敛趋势

Ｆｉｇ．５　ＣｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅＴｒｅｎｄｏｆＧｒｉｄＬｅｎｇｔｈＤｉｓｔｏｒｔｉｏｎｓ

图６　不同长度变形格网的空间分布情况

Ｆｉｇ．６　ＳｐａｔｉａｌＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆＤｉｆｆｅｒｅｎｔＬｅｎｇｔｈＤｉｓｔｏｒｔｉｏｎＧｒｉｄｓ

　　角度是描述格网均匀一致性的重要指标

之一。与面积、长度度量方式相似，采用角度偏差

率来度量格网角度的变形情况。角度偏差比率可

表示为：

犘犃 ＝
犃犖 －犃

犃
（３）

式中，犘犃表示角度偏差比率；犃 为投影前平面格

网的角度；犃犖为投影后对应的角度。

将投影前的格网角度值作为参考值，分别计

算出投影后格网各角的角度值；利用式（３）计算出

角度偏差率的最大值、最小值、最大／最小值比，列

于表３。由表３可知，随着剖分层次的增加，格网

角度偏差率的最小值由－０．０９增大至－０．４２；最

大值由０．５２增大至０．７５；最大与最小值的比由

１．６８增大至３．０３；但总体来看，格网角度变形的

最大值、最小值、最大与最小值的比均呈收敛的趋

势，如图７所示。投影前平面格网均为等边三角

形，各角均为６０°；而将它们投影转换到球面时，

会出现球面超角的现象；这致使投影后的角度偏

差率整体增大，导致角度变形最大值与最小值的

比值增大。１０层格网时角度偏差最大值与最小

值的比收敛至３．０３，远大于面积、长度变形最大值

与最小值的比值。

表３　格网最大、最小变形角度的统计情况

Ｔａｂ．３　ＳｔａｔｉｓｔｉｃｓｏｆＭａｘａｎｄＭｉｎＡｎｇｌｅＤｉｓｔｏｒｔｉｏｎｓｏｆＧｒｉｄｓ

层次 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

角度偏差率的最小值 －０．０９ －０．２５ －０．３３ －０．３８ －０．４０ －０．４１ －０．４１ －０．４２ －０．４２ －０．４２

角度偏差率的最大值 ０．５２ ０．５２ ０．５７ ０．６３ ０．６７ ０．７０ ０．７２ ０．７４ ０．７４ ０．７５

角度偏差率最大值与最小值的比 １．６８ ２．０３ ２．３４ ２．６１ ２．７８ ２．８８ ２．９４ ２．９８ ３．０１ ３．０３

　　笔者对格网角度变形的空间分布特征进行了

分析（表４），分别统计了－５０％～８０％间不同角

度变形的格网数目。以１０层剖分格网为例，角度

变形量在０～１０％之间的数目为８４５４１８个，占

２６．８７％；角度 变 形在 １０％ ～２０％ 的 数量 为

６４６９２９个，占２０．５６％；同样，绘制了不同角度变

０８５１
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图７　格网角度变形的收敛趋势

Ｆｉｇ．７　ＣｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅＴｒｅｎｄｏｆＧｒｉｄＡｎｇｌｅＤｉｓｔｏｒｔｉｏｎｓ

表４　格网角度变形的统计情况

Ｔａｂ．４　ＳｔａｔｉｓｔｉｃｓｏｆＧｒｉｄＡｎｇｌｅＤｉｓｔｏｒｔｉｏｎｓ

层

次

－５０％!

－４０％

－４０％!

－３０％

－３０％!

－２０％

－２０％!

－１０％

－１０％!

０

０!

１０％

１０％!

２０％

２０％!

３０％

３０％!

４０％

４０％!

５０％

５０％!

６０％

６０％!

７０％

７０％!

８０％

１ ０ ０ ０ ０ ６ ０ ３ ０ ０ ０ ３ ０ ０

２ ０ ０ １５ ０ ０ １２ １８ ０ ０ ０ ３ ０ ０

３ ０ １２ ４２ １２ ９ ５４ ３０ ２４ ３ ０ ６ ０ ０

４ ０ ８４ １４４ ２７ ３０ ２０１ １６５ ８４ １８ ０ ９ ６ ０

５ ０ ３６０ ５４０ １２９ ６９ ８２８ ６１５ ４２０ ８１ ０ １２ １８ ０

６ １２６ １３９２ ２０３４ ５４９ ２１３ ３３２４ ２５２９ １６４４ ４１４ ０ １５ ４２ ６

７ ７０８ ５３９４ ８１５９ ２１４０ ６９３ １３２７７ １００１８ ６７２６ １８８７ ２４ ２７ ５４ ４５

８ ３２７０ ２１２１７ ３２４４７ ８６３１ ２５７３ ５２９１７ ４０３７８ ２７００７ ７８４１ ７２ ４８ ９３ １１４

９ １４０１０ ８４１５０ １２９７３８ ３４３１１ ９７２４ ２１１４５１ １６１５９５ １０８４６８ ３２３１３ １６２ ８７ １７１ ２５２

１０ ５８０５０ ３３５０１０ ５１８２３８ １３７４００ ３７６３８ ８４５４１８ ６４６９２９ ４３４６４６ １３１０４６ ３３０ １７１ ３３３ ５１９

形的格网空间分布图，如图８所示。图８（ａ）、

８（ｂ）、８（ｃ）分别为５、６、７层格网的角度变形空间

分布情况。由图８可以看出，角度变形较大的格

网集中在正八面体格网的三个顶点附近和正八面

体中点到三个顶点的连线附近。

图８　不同角度长度变形格网的空间分布情况

Ｆｉｇ．８　ＳｐａｔｉａｌＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆＤｉｆｆｅｒｅｎｔＡｎｇｌｅＬｅｎｇｔｈＤｉｓｔｏｒｔｉｏｎＧｒｉｄｓ

３　结　语

基于内接正八面体和Ｓｎｙｄｅｒ投影的全球离

散格网具有良好的层次嵌套性和等积性。为了提

高该格网系统的几何计算效率，本文用大圆弧代

替严格的Ｓｎｙｄｅｒ投影弧，构建了近似等积的离散

格网系统，并分析了格网变形规律和收敛趋势。

通过分析可知，应用大圆弧代替Ｓｎｙｄｅｒ投影弧会

导致产生格网的面积差异，但面积变形量较小；１０

层剖 分 时，９９．８％ 的 格 网 面 积 偏 差 率 在

－１０％～１０％之间；面积变形较大的格网均在由

正八面体格网中心到三个顶点的轴线附近。随着

格网剖分层次的增加，格网长度和角度偏差率的

最小值、最大值、最大值／最小值的比均呈收敛的

趋势；长度和角度偏差率最大值与最小值的比分

别收敛至１．７３、３．０３。
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ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＷｏｒｋｓｈｏｐｏｎＧｅｏｓｃｉｅｎｃｅａｎｄＲｅｍｏｔｅ

Ｓｅｎｓｉｎｇ，Ｓａｎｙａ，Ｃｈｉｎａ，２００８

［１６］ＭｉｎｇＴ，ＺｈｕａｎｇＤＦ．ＴｈｅＧｅｏｍｅｔｒｉｃａｌＤｉｓｔｏｒｔｉｏｎ

ｏｆＤｉｓｃｒｅｔｅＧｌｏｂａｌＧｒｉｄｉｎＭｕｌｔｉｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎＥｘｐｒｅｓ

ｓｉｏｎ［Ｃ］．２００９ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＥｎｖｉｒｏｎ

ｍｅｎｔａｌＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎＴｅｃｈ

ｎｏｌｏｇｙ，Ｂｅｉｊｉｎｇ，Ｃｈｉｎａ，２００９

［１７］ＺｈａｏＸｕｅｓｈｅｎｇ，ＳｕｎＷｅｎｂｉｎ，ＣｈｅｎＪｕｎ．Ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ

ＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｎｄＣｏｎｖｅｒｇｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅＧｌｏｂａｌ

ＤｉｓｃｒｅｔｅＧｒｉｄＢａｓｅｄｏｎＱＴＭ［Ｊ］．犑狅狌狉狀犪犾狅犳犆犺犻狀犪

犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔狅犳 犕犻狀犻狀犵 牔 犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，２００５，３４

（４）：４３８４４２（赵学胜，孙文彬，陈军．基于ＱＴＭ的

全球离散格网变形分布及收敛分析［Ｊ］．中国矿业

大学学报，２００５，３４（４）：４３８４４２）

［１８］ＢｅｎＪｉｎ，ＴｏｎｇＸｉａｏｃｈｏｎｇ．ＺｈａｎｇＹｏｎｇｓｈｅｎｇ，ｅｔａｌ．
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犛犮犻犲狀犮犲，２００６，２２（１）：７１１（贲进，童晓冲，张永

生，等．球面等积六边形离散网格的生成算法及变
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（６）：９１８９２５（赵学胜，范德芹，王娇娇，等．退化四
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犃犫狊狋狉犪犮狋：Ｉｎｔｈｉｓａｒｔｉｃｌｅ，ａｍｅｔｈｏｄｆｏｒｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇａｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｅｑｕａｌａｒｅａｇｒｉｄｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｏｃｔａ

ｈｅｄｒｏｎａｎｄＳｎｙｄｅｒｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｉｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ．Ａｎｏｃｔａｈｅｄｒｏｎｔｈａｔｈａｓｅｑｕａｌｓｕｒｆａｃｅａｒｅａｔｏａｓｐｈｅｒｅｉｓ

ｂｕｉｌｔ；ｅａｃｈｆａｃｅｏｆｔｈｉｓｏｃｔａｈｅｄｒｏｎｉｓｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄａｓｉｎｉｔｉａｌｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅ．Ｔｈｅｎ，ｅａｃｈｉｎｉｔｉａｌｓｕｒ

ｆａｃｅｉｓｓｕｂｄｉｖｉｄｅｄｉｎｔｏｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌｔｒｉａｎｇｌｅｓｕｓｉｎｇａｑｕａｔｅｒｎａｒｙｔｒｉａｎｇｕｌａｒｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｃｈｅｍｅ，ｗｈｉｃｈ

ａｒｅｐｒｏｊｅｃｔｅｄｏｎｔｏｔｈｅｓｕｒｆａｃｅｏｆｓｐｈｅｒｅｕｓｉｎｇＳｎｙｄｅｒｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ．Ｔｈｅａｒｃｐｒｏｊｅｃｔｉｎｇｐｏｌｙｈｅｄｒｏｎｔｒｉａｎ

ｇｌｅｓｏｎｔｏｔｈｅｓｐｈｅｒｉｃａｌｓｕｒｆａｃｅｉｓｍｏｄｉｆｉｅｄｂｙｕｓｉｎｇｇｒｅａｔｃｉｒｃｌｅｌｉｎｅｉｎｓｔｅａｄｏｆＳｎｙｄｅｒｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎａｒｃ．Ａ

ｎｅｗａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｅｑｕａｌａｒｅａｇｌｏｂａｌｄｉｓｃｒｅｔｅｇｒｉｄｓｙｓｔｅｍｉｓｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ．Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｄｉｆｆｅｒ

ｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｇｒｅａｔｃｉｒｃｌｅａｒｃａｎｄＳｎｙｄｅｒｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎａｒｃ，ｔｈｅｖａｌｕｅｓｏｆａｒｅａ，ｅｄｇｅｌｅｎｇｔｈ，ａｎｄａｎｇｌｅ

ｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｌｅｖｅｌｇｒｉｄｓａｒｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｓｐｈｅｒｉｃａｌｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｅｑｕａ
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