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摘　要：测量数据的质量及可靠性取决于测量数据不确定性的大小。从如何评价测量数据的不确定性入手，

以测量不确定度理论与模糊数学为基础，构建以测量不确定度为未知参数的测量数据不确定性评价的函数

模型，提出“模糊熵测度”作为函数模型求解的最优准则并建立相应的算法，应用高程监测网数据进行解算并

与最小二乘估计结果进行比较，结果证明了该方法的可行性。
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　　测量数据质量及可靠性取决于测量数据不确

定性的大小。经典的测量平差理论是基于“观测

值的不确定性就是随机性”的假设。Ｈｅｌｍｅｒｔ、

Ｔｉｅｎｓｔｒａ、Ｂａａｒｄａ等学者将测量数据的不确定性

分为偶然误差、系统误差和粗差三种类型［１］。标

准差（σ）在一定程度上反映了随机不确定性，也是

以２σ或３σ作为观测限差的理论基础
［２］。随着测

量数据获取手段的更新，异常值、有色噪声、不完

备信息等新的误差不断产生，测量数据的不确定

性并非仅由随机误差组成，而是多种不确定性因

素的综合影响，既有可以数值化的不确定性因素

（误差、噪声），也有无法数值化、参数化的不确定

性因素［３］。１９９３年国际标准化组织（Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎ

ａｌｏｒｇａｎｉｚａｔｉｏｎｆｏｒＳｔａｎｄａｒｄｉｚａｔｉｏｎ，ＩＳＯ）等７个

组织引入“测量不确定度”概念，公布了《Ｇｕｉｄｅｔｏ

ｔｈｅ Ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ Ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ ｉｎ Ｍｅａｓｕｒｅ

ｍｅｎｔ》
［４］。测量不确定度是对测量结果不确定性

的定量表征，决定了测量结果质量及可靠性。文

献［５，６］基于模糊数学，建立以不确定度作为参数

的测量数据质量评价模型；文献［７１１］从不同的

角度对测量不确定度理论进行研究。随着测量数

据不确定性研究的深入，文献［１２１６］将熵理论应

用到空间数据不确定性研究之中，信息熵作为信

源平均不确定性的度量指标，具有不受置信概率

选取时的主观因素影响的优点，还可以简化某些

不确定性问题的数学处理方法。但已有研究大多

关注测量数据的随机性，而测量数据的不确定性

是随机性、模糊性及不完备性等多种因素的综合。

针对此，本文在前人研究的基础上，运用信息熵、

测量不确定度及现代优化算法等理论和方法来构

建测量数据不确定性度量的模糊熵算法，并开展

应用实例计算及对比分析。

１　测量数据不确定性的模糊数学描

述

　　观测量的真值（设为犢犿）总是客观、唯一存在

的，设测量值为狔犻（犻＝１，２，…，狀），若定义精确集

合：犃＝｛犢犿｝，则测量值狔犻 和集合犃 可由特征函

数犌犃（狔）来刻画：

犌犃（狔）＝
１，狔犻∈犃

０，狔犻
｛ 犃

（１）

式（１）表明，观测值要么属于集合犃，要么不属于

集合犃。

由于误差、认识水平等原因，把任何一个测量

值判断为真值或者非真值都非常不现实。根据模

糊理论，可以把观测值狔犻（犻＝１，２，…，狀）处理成其

真值的一个模糊集珦犃，模糊集珦犃 可根据隶属函数
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唯一定义：

珦犃＝ （狔，μ珦犃（狔））狔∈｛ ｝犐犚

μ珦犃（狔）：犐犚 → ［０，１］ （２）

　　测量值狔犻（犻＝１，２，…，狀）与模糊集珦犃 的关系

可通过隶属函数μ珦犃（狔）来描述
［１７］，μ珦犃（狔）作为测

量值狔犻（犻＝１，２，…，狀）与真值的隶属度，把“观测

值狔犻（犻＝１，２，…，狀）是其真值的可能性”用模糊分

布μ狔 来表示。如图１所示，模糊集的隶属函数可

用左犔（·）、右犚（·）参照函数表示。

μ珦犃（狔）＝

犔
犢犿－狔－狉

犮（ ）
犾

， 狔＜犢犿 ＜－狉

１， 犢犿－狉≤狔≤犢犿＋狉

犚
狔－犢犿－狉

犮（ ）
狉

， 狔＞犢犿＋

烅

烄

烆
狉

（３）

式中，犢犿 表示真值；狉为核半经；犮犾、犮狉 表示单调参

照函数的参数；犮犾＋犮狉 的值定量描述了真值的不

确定性区间。

图１　隶属函数与α截集

Ｆｉｇ．１　ＭｅｍｂｅｒｓｈｉｐＦｕｎｃｔｉｏｎａｎｄＩｔｓαｃｕｔ

若取α∈［０，１］，α为置信水平，用珦犃α 表示α

截集下的模糊集，如图１所示。若珦犃α，狉表示模糊

区间半径（即一定置信水平下不确定区间的半

宽），则有：

珦犃α：＝ 狔∈犐犚狘μ珦犃（狔）≥｛ ｝α （４）

珦犃α，ｍｉｎ ＝ ｍｉｎ（珦犃α）

珦犃α，ｍａｘ ＝ ｍａｘ（珦犃α）

珦犃α，狉 ＝
珦犃α，ｍａｘ－珦犃α，ｍｉｎ

烅

烄

烆 ２

（５）

　　考虑到观测值狔犻（犻＝１，２，…，狀）在其真值犢犿

两侧出现的可能性相等，以真值为中心，则观测值

是对称模糊数，若用犐＝（犢犿，δ）犔 表示对称模糊

数犐，其隶属函数可表示为：

μ犐（狔）＝犔
狔－犢犿

δ（ ）
狔

，δ＞０ （６）

式中，犔（狕）为参照函数；狕＝
狔－犢犿

δ狔
；犢犿 为观测值

的真值；δ狔 为模糊幅度，描述观测值波动范围。

测量不确定度用于表征合理地赋予被测量值

的分散性，在测量结果中用来说明测量值变化范

围的参数；当观测值用式（６）的对称模糊数表示

时，模糊幅度δ狔 是描述观测值变化范围的参数。

因此，文献［１８］提出用模糊幅度来衡量测量结果

的不确定度，测量数据的不确定性越大，其模糊幅

度也就越大。

２　最小模糊熵估计原理

２．１　基于模糊数的高斯马尔柯夫模型

在经典平差或近代平差中，一般均采用高斯

马尔柯夫模型（ＧＭ模型）来进行测量数据处理，

对于该模型的解算，一般采用 ＭＡ、ＭＶ、ＬＳ、

Ｂａｙｅｓ或Ｌ估计，这些方法主要根据含有随机误

差的观测值来确定未知参数的最佳估值［１９］。由

于观测量子样容量限制，不完全符合概率统计理

论，而是有一定的模糊性（式（６））。当观测向量犢

和未知参数向量犡 均为模糊数时，ＧＭ模型为：

犢＝犃·犡＋犃０ （７）

式中，犃为狀×狋设计矩阵，

犃＝

犪１１ 犪１２ … 犪１狋

犪２１ 犪２２ … 犪２狋

  … 

犪狀１ 犪狀２ … 犪

熿

燀

燄

燅狀狋

；犃０ ＝

犪０１

犪０２



犪０

熿

燀

燄

燅狀

；

犡＝（狓１　狓２　…　狓狋）
Ｔ＝（（^狓１，犮１）犔　（^狓２，犮２）犔

　… 　 （^狓狋，犮狋）犔）
Ｔ；犢＝ （狔１ 狔２ … 狔狋）

Ｔ ＝

（（^狔１，δ狔１）犔　（^狔２，δ狔２）犔　…　（^狔狋，δ狔狋）犔）
Ｔ，其中

狔^犻、δ狔犻分别表示观测值的真值及其测量不确定度；

狓^犻、犮犻分别表示参数的真值及其测量不确定度。

２．２　模型求解的模糊熵准则

为了估计式（７）中的未知参数向量犡，必须事

先确定最优估计准则。从信息论的角度分析，信

息熵是信源不确定性的唯一度量，模糊熵测度是

模糊集合理论中度量模糊子集不确定性的测度之

一。第一个与概率无关，能正确地描述模糊集模

糊程度的信息量是文献［２０］提出的模糊熵

犲犔犜（犃），即

犲犔犜（犃）＝－犽∑
狀

犻＝１

［μ犃（狔犻）ｌｎμ犃（狔犻）＋

（１－μ犃（狔犻）ｌｎ（１－μ犃（狔犻）］

（８）

　　对每一个观测值而言，观测值狔犻越接近真值

狔^犻，“狔犻 是狔^犻”的可能性越大，其模糊隶属度μ珦犃

（狔犻）增大（图２），模糊性减少，相应的模糊熵减

少。当所有观测值最接于真值时，即狀个“狔犻 是

狔^犻”的可能性都达到最大时，模糊隶属度达到最

８７６１
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大，模糊不确定程度就最小，所对应的模糊熵最

小，即模糊熵最小。

若取犽＝１，由式（８）可得到最小模糊熵准则：

图２　观测值的三角模糊数

Ｆｉｇ．２　ＴｒｉａｎｇｕｌａｒＦｕｚｚｙＮｕｍｂｅｒＯｂｓｅｒｖｅｄＶａｌｕｅ

－∑
狀

犻＝１

［μ^狔犻（狔犻）ｌｎμ^狔犻（狔犻）＋（１－μ^狔犻（狔犻））·

ｌｎ（１－μ^狔犻（狔犻）］＝ｍｉｎ （９）

对于狔^犻、μ^狔犻（狔犻）及δ狔犻的计算，根据式（７），由对称

模糊数的运算性质可得：

狔^犻 ＝犪０犻＋∑
狋

犼＝１

犪犻犼狓^犼，δ狔犻 ＝∑
狋

犼＝１

犮犼狘犪犻犼狘，

犻＝１，２，…，狀 （１０）

　　根据式（６）与式（１０），每一个观测值狔犻 对于

其对称中心（真值）^狔犻的隶属度为：

μ^狔犻（狔犻）＝犔
狔犻－狔^犻

δ狔（ ）
犻

＝犔

狔犻－犪０犻－∑
狋

犼＝１

犪犻犼狓^犼

∑
狋

犼＝１

犮犼狘犪犻犼

烄

烆

烌

烎狘

（１１）

２．３　模型的解算

根据式（９）的模糊熵准则，对以模糊数表示的

ＧＭ模型式（７）进行求解时，还应满足两个条件：

①δ狔犻＞０，犻＝１，２，…狀，即测量不确定度恒为正

值；② 狏犻 ≤δ狔犻，即观测值的改正数狏的绝对值

应小于等于该观测值的不确定度δ狔犻。在实际计

算中，结合式（１０），观测数改正数的计算采用 ：

狏犻＝狔^犻－狔犻 ＝犪犻＋∑
狋

犼＝１

犪犻犼狓^犼－狔犻

（１２）

　　综上所述，测量数据不确定性评估的最小模

糊熵估计（ｌｅａｓｔｆｕｚｚｙｅｎｔｒｏｐｙｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ，ＬＦＥＥ）

如式（１３）所示：

－∑
狀

犻＝１

［μ^狔（狔犻）ｌｎμ^狔（狔犻）＋（１－μ^狔（狔犻）·

　ｌｎ（１－μ^狔（狔犻）］＝ｍｉｎ

ｓｔ　δ狔犻 ＞０　ａｎｄ　 狏犻 ≤δ狔

烅

烄

烆
犻

（１３）

　　在式（１３）中，将未知参数犡和观测值的测量

不确定度δ狔犻均视为参数一并求解，该模型的参数

估计可以转换为非线性规划问题进行求解。

从式（１３）可以看出，最小模糊熵估计随观测

值隶属函数μ^狔犻（狔犻）的不同而不同。因此，最小模

糊熵估计不是一个估计，而是一类估计。对于不

同的参照函数，根据式（１１），可以计算出观测值的

隶属函数不同，观测值的三角模糊隶属数为：

μ^狔犻 （狔犻）ｔｒｇ＝１－
狏犻

δ狔犻
（１４）

　　观测值的抛物线模糊隶属数为：

μ^狔犻 （狔犻）ｐａｒａ＝１－
狏２犻

δ
２
狔犻

（１５）

　　观测值的高斯模糊隶属数为：

μ^狔犻 （狔犻）ｇａｕｓｓ ＝ｅｘｐ －
狏犻

δ狔（ ）
犻

［ ］
２

（１６）

　　如果将观测值的不同隶属函数（式（１４）、式

（１５）、式（１６））代入最小模糊熵估计（式（１３）），得

到基于三角模糊数的最小模糊熵估计：

－∑
狀

犻

［狏犻
δ狔犻
ｌｎ
狏犻

δ狔犻
＋（１－

狏犻

δ狔犻
）·

　ｌｎ（１－
狏犻

δ狔犻
）］＝ｍｉｎ

ｓｔ　δ狔犻 ＞０　ａｎｄ　 狏犻 ≤δ狔

烅

烄

烆
犻

（１７）

　　基于抛物线模糊数的最小模糊熵估计：

－∑
狀

犻

［狏
２
犻

δ
２
狔犻

ｌｎ
狏２犻

δ
２
狔犻

＋（１－
狏２犻

δ
２
狔犻

）ｌｎ（１－
狏２犻

δ
２
狔犻

）］＝ｍｉｎ

　ｓｔ　δ狔犻 ＞０　ａｎｄ　 狏犻 ≤δ狔

烅

烄

烆
犻

（１８）

　　基于高斯模糊数的最小模糊熵估计：

－∑
狀

犻＝１

［ｅｘｐ －
狏犻

δ狔（ ）
犻

［ ］
２

·ｌｎｅｘｐ －
狏犻

δ狔（ ）
犻

［ ］（ ）
２

＋

（１－ｅｘｐ－
狏犻

δ狔（ ）
犻

［ ］
２

）·ｌｎ（１－ｅｘｐ－
狏犻

δ狔（ ）
犻

［ ］
２

］＝

ｍｉｎ

ｓｔ　δ狔犻 ＞０　ａｎｄ　 狏犻 ≤δ狔

烅

烄

烆
犻

（１９）

３　应用实例计算

为验证本文提出的最小模糊熵估计应用于测

量数据不确定性评估的可行性，以文献［２１］中的

某高程监测网数据为例，犃、犅、犆、犇 为基准点

（图３），其高程分别为 ４１．４３１ ｍ、３８．７４４ ｍ、

５８．７３２ｍ、６２．１６０ｍ，ＢＭ１、ＢＭ２、ＢＭ３为工作基
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点，各测段水准路线的长度及某期的高差观测值

均列于表１。

图３　高程监测网

Ｆｉｇ．３　ＥｌｅｖａｔｉｏｎＭｏｎｉｔｏｒｉｎｇＮｅｔｗｏｒｋ

表１　高差观测值

Ｔａｂ．１　ＥｌｅｖａｔｉｏｎＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＯｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ

水准路线 长度犔／ｋｍ 高差观测值犺／ｍ

犣１ ２．０４ ＋１３．０１９

犣２ １．８８ ＋３．０９２

犣３ ２．３０ ＋２．１７５

犣４ １．９５ －６．９４９

犣５ １．６１ ＋７．２５１

犣６ ２．３２ ＋５．２５５

犣７ １．７１ －８．２３８

　　设待定点犎ＢＭ１、犎ＢＭ２、犎ＢＭ３的高程为未知参

数狓^１、^狓２，^狓３、，用狔^犻表示高差观测值犺犻的真值（犻

＝１，２，…，７），将未知参数和观测值均看成对称的

模糊数，根据水准测量原理建立如ＧＭ模型：

（^狔１，δ狔１）＝ （^狓１，δ狓１）－犎犅

（^狔２，δ狔２）＝ （^狓１，δ狓１）－ （^狓２，δ狓２）

（^狔３，δ狔３）＝ （^狓３，δ狓３）－ （^狓１，δ狓１）

（^狔４，δ狔４）＝ （^狓１，δ狓１）－犎犆

（^狔５，δ狔５）＝ （^狓２，δ狓２）－犎犃

（^狔６，δ狔６）＝ （^狓３，δ狓３）－ （^狓２，δ狓２）

（^狔７，δ狔７）＝ （^狓３，δ狓３）－犎

烅

烄

烆 犇

（２０）

　　根据式（１０），有式（２１）、式（２２）成立，即

狔^１

狔^２

狔^３

狔^４

狔^５

狔^６

狔^

熿

燀

燄

燅７

＝

１ ０ ０

１ －１ ０

－１ ０ １

１ ０ ０

０ １ ０

０ －１ １

熿

燀

燄

燅０ ０ １

·

狓^１

狓^２

狓^

熿

燀

燄

燅３

＋

０ －１ ０ ０

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

０ ０ －１ ０

－１ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ －

熿

燀

燄

燅１

×

犎犃

犎犅

犎犆

犎

熿

燀

燄

燅犇

（２１）

δ狔１

δ狔２

δ狔３

δ狔４

δ狔５

δ狔６

δ狔

熿

燀

燄

燅７

＝

１ ０ ０

１ １ ０

１ ０ １

１ ０ ０

０ １ ０

０ １ １

熿

燀

燄

燅０ ０ １

×

δ狓
１

δ狓
２

δ狓

熿

燀

燄

燅３

（２２）

　　对式（２０）建立的ＧＭ模型，待定点的高程狓^犻

和高差观测值的不确定度δ狔犻均视作未知参数，总

共１０个参数，分别按基于不同模糊数的最小模糊

熵估计公式（式（１７）～（１９）），利用遗传算法进行

优化计算，计算结果分别见表２、表３。

通过比较，从表２可以看出，参数的最小模糊

熵估计结果与最小二乘估计结果基本一致，特别

是基于高斯模糊数的最小模糊熵估计与最小二乘

估计结果最为接近；从表３计算的观测值不确定

性度量方面来看，最小二乘估计采用３σ计算的结

果均高于３０ｍｍ，而最小模糊熵估计计算的结果

有大有小，更符合观测值的随机波动规律。

表２　不同参数估计方法的结果比较

Ｔａｂ．２　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎＲｅｓｕｌｔｓｏｆＤｉｆｆｅｒｅｎｔＥｓｔｉｍａｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄｓ

参数
最小二乘估

计（ＬＳＥ）／ｍ

最小模糊熵估计（ＬＦＥＥ）／ｍ ＬＦＥＥ与ＬＳＥ参数估计之差／ｍｍ

三角 抛物线 高斯 三角 抛物线 高斯

犡１ ５１．７６９１ ５１．７７３４ ５１．７６７９ ５１．７６５３ ４．３ －１．２ －３．８

Ｘ２ ４８．６７９１ ４８．６８２１ ４８．６８０３ ４８．６７９１ ３．０ １．２ ０

Ｘ３ ５３．９３２２ ５３．９２６３ ５３．９３５７ ５３．９３２２ －５．９ ３．５ ０

４　结　语

本文以如何评价测量数据的不确定性为突破

口，以测量不确定度理论和模糊数学为基础，提出

了最小模糊熵估计理论。该估计是以“测量不确

定度”为指标对测量数据不确定性进行直接评估

的新的估计类，未知参数和观测值的测量不确定
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表３　两种估计方法计算的观测量平差值结果比较

Ｔａｂ．３　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＤｉｆｆｅｒｅｎｔＭｅｔｈｏｄｓｏｆＥｓｔｉｍａｔｉｏｎＲｅｓｕｌｔｓ

观

测

量

观测值的平差值／ｍ 观测值的不确定性／ｍｍ

最小二

乘估计

最小模糊熵估计

三角 抛物线 高斯

中误差

（３σ）

测量不确定度／ｍｍ

三角 抛物线 高斯

犺１ １３．０２５１ １３．０２９４ １３．０２３９ １３．０２１３ ３３．７ ４８．８ ４２．０ １９．７

犺２ ３．０９００ ３．０９１３ ３．０８７６ ３．０８４１ ３２．４ ２３．３ ３９．１ ２６．３

犺３ ２．１６３１ ２．１５２９ ２．１６７８ ２．１６６９ ３６．０ ２２．１ ３８．８ ４６．４

犺３ －６．９６３０ －６．９５８６ －６．９６４１ －６．９６６７ ３３．１ ４７．４ ４３．８ ４７．４

犺５ ７．２４８１ ７．２５１１ ７．２４９３ ７．２５０２ ３０．１ ３２．２ ３８．２ １０．６

犺６ ５．２５３１ ５．２４４２ ５．２５５４ ５．２５１０ ３６．０ ４６．２ ３９．１ ３１．６

犺７ －８．２２７８ －８．２３３７ －８．２２４３ －８．２２７８ ３１．０ ３７．９ ４３．３ ３０．７

度作为参数同时进行估计，较为完整地实现了观

测数据不确定性建模及数据质量评定的问题。本

文研究工作仅仅是初步，关于模糊数的选择、不同

精度的观测数据定权以及参数的不确定性等问题

还需要进一步的深入研究。
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