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摘　要：提出了将总体最小二乘方法应用于联合平差的模型，推导了附有相对权比的总体最小二乘联合平差

方法。采用了多种方案来确定相对权比的大小。以参数估值与真值的差值范数作为评价指标，分析比较了单

一数据总体最小二乘平差和两类数据总体最小二乘联合平差的模拟算例；通过给各类数据加入不同大小的

随机噪声，分析了判别函数最小化法中随机噪声大小对确定相对权比的影响。模拟算例表明，平差结果的质

量与相对权比的选取有关；当先验信息准确时，验前单位权方差法的结果最好，而当先验信息不准确时，判别
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　　以总体最小二乘作为误差变量（ｅｒｒｏｒｓｉｎ

ｖａｒｉａｂｌｅｓ，ＥＩＶ）模型的严密估计方法在大地测量

领域已经得到了深入的研究［１６］。随着空间数据

的种类越来越多样化，如何有效地确定相对权比

来统一各类数据，从而自适应调整各类观测数据

对模型参数估值的贡献，成为解决联合平差问题

的关键。文献［７］给出了大地测量、地震和地质三

类数据的联合反演模式和水准测量、ＧＰＳ和重力

三种数据联合反演断层参数的具体公式，介绍了

求解优化问题所有全局最优解的区间算法；文献

［８］通过大地测量数据与地震数据的联合反演，提

出了联合反演中确定相对权比的方法；文献［９

１３］采用分组平差（序贯平差）方法，将观测向量分

为多组，降低了矩阵求逆的阶数，但分组平差过程

中，未对各组数据附加相对权比；文献［１４］提出了

一种确定联合反演中相对权比的两步法，通过赫

尔默特方差分量估计对不同种类数据进行归一

化，再建立顾及相对权比的联合反演模型求解；文

献［１５］基于赫尔默特方差分量估计公式提出了联

合反演的序贯算法；面对参数间存在约束条件的

问题，文献［１６］提出了附加约束条件的序贯平差；

文献［１７］研究了等式约束反演和联合反演的反演

模型及目标函数的构建方法。但上述联合平差方

法均基于最小二乘原理展开，未能顾及到模型系

数矩阵的误差，且实际应用中，系数矩阵往往是由

含有误差的观测元素组成的。文献［１８２０］从方

差分量估计的角度出发，分别给出了不同的总体

最小二乘方差分量估计方法，直接求解不同类数

据的单位权方差，然而，当数据种类增多时其方差

分量往往存在不可估性问题。

基于此，本文在各类数据各自等精度的条件

下，提出了一种将总体最小二权方法用于联合平

差的新方法。

１　总体最小二乘联合平差方法

设有两种不同类的观测数据，则总体最小二

乘联合平差问题建立的函数模型为：
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将式（１）改造，可得：
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　　根据式（３），由协因数传播定律容易得到珋犲１

和珋犲２ 的协因数阵
［６］：
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令珋犲１ 的平差值为犞１，珋犲２ 的平差值为犞２，犡的平差

值为犡^，则式（３）变为：

犞１ ＝ 犐狀
１
－犡^

Ｔ
犐狀［ ］１

犲１

犲犅

熿

燀

燄

燅１
＝犅１^犡－犔１

犞２ ＝ 犐狀
２
－犡^

Ｔ
犐狀［ ］２

犲２

犲犅

熿

燀

燄

燅２
＝犅２^犡－犔

烅

烄

烆
２

（７）

　　则总体最小二乘联合平差准则为：
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式（１４）通过多次迭代可以得到较准确的参数解。

同理，将两类观测数据扩展到犽类观测数据

的一般情况，可得到犽类数据条件下，总体最小二

乘联合平差的参数估值：
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２　相对权比τ的确定方法

在实际应用中，由于各类型的数据之间具有

不同的单位权方差，且联合平差前各类数据元素

定权不准确，为使总体最小二乘联合平差法合理，

应考虑不同类数据的相对权比，本节以两种方法

为例说明。

２．１　验前单位权方差法
［６，８，１４］

由函数模型（１）和随机模型（２）可知，两类数

据的验前单位权方差分别为σ
２
０１和σ

２
０２，则总体最

小二乘联合平差中相对权比τ为：
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２
０１≠０时，τ＝０．５，此时为不考

虑相对权比的联合平差问题，也即视第Ｉ类数据

和第ＩＩ类数据在联合平差中所占的权重等同。

２．２　判别函数最小化法
［６，１４］

选定一个步长，让权比例因子τ遍历整个取

值区间，将每个τ的取值代入式（１７）～（２０）中计

算，可得到对应联合平差的参数估值 犡^，由式（７）

得到相应的犞１ 和犞２，可得判别函数珚Φ的估值为：

珚Φ＝τ犞１
Ｔ犘１犞１＋（１－τ）犞２
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　　把式（２１）中珚Φ的最小值对应的相对权比τ和

此时相对权比下的参数估值 犡^ 作为最终结果。

其他常用的珚Φ函数将在§３中具体讨论。

３　算例与分析

３．１　线性方程组算例

模拟一个线性参数估计问题，满足犅ｔｒｕｅ犡ｔｒｕｅ＝

犔ｔｒｕｅ，其中犅ｔｒｕｅ、犔ｔｒｕｅ为设计矩阵和观测值的真值，

具 体 见 表 １。 模 型 参 数 的 真 值 犡ｔｒｕｅ ＝
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Ｔ犞２］／（１＋^犡
Ｔ^犡）的

判别函数最小化法；⑥ 珚Φ＝（犞１
Ｔ犞１＋犞２

Ｔ犞２）／（１

＋^犡Ｔ^犡）的判别函数最小化法；⑦ 珚Φ＝犞
Ｔ
１犞１＋

犞Ｔ
２犞２ 的 判 别 函 数 最 小 化 法；⑧ 珚Φ ＝∑

狀
１

犻＝１

犞１犻 ＋∑

狀
２

犼＝１

犞２
犼
的判别函数最小化法；⑨珚Φ＝

（∑

狀
１

犻＝１

犞１犻 ＋∑

狀
２

犼＝１

犞２
犼
）／（１＋^犡Ｔ^犡）的判别函数

最小化法共９种方案进行平差。

表１　线性方程组观测向量和设计矩阵的真值

Ｔａｂ．１　ＴｒｕｅＶａｌｕｅｓｏｆＯｂｓｅｒｖａｔｉｏｎＶｅｃｔｏｒｓａｎｄ

ＤｅｓｉｇｎＭａｔｒｉｃｅ

数据类型 犅ｔｒｕｅ 犔ｔｒｕｅ

２．０ －５．２ ３．１ －０．１

３．６ ４．５ ２．９ ５．２

Ｉ －１．５ ６．８ ３．４ ８．７

４．０ ７．３ －９．１ ２．２

６．７１ －３．３ －４．５ －１．０９

１０．４ １２．７ －５．８ １７．３

－５．５ －７．６ －２．１ －１５．２

８．２ ４．５ －９．０ ３．７

ＩＩ －４．２ －２．３ ８．６ ２．１

－２．３ １１．５ ４．０ １３．２

７．４ ３．６ －４．２ ６．８

９．１ －７．１ ２．０ ４．０

　　对这９种方案模拟１００次。在方案①～④

中，由于相对权比事先给定，计算该相对权比下对

应各方案的参数估值和差值范数，最后对１００次

计算结果取平均值；在方案⑤～⑨的判别函数最

小化法计算时，由于τ是按一定的步长（本文中步

长取０．００１）遍历整个取值区间的（τ∈（０，１），因

联合反演故τ不取０和１
［１５］），为保证对应某一相

对权比下取值的一致性，每模拟一次数据，便计算

每个τ对应的参数估值和差值范数，在完成１００

次运算后，取各相对权比下计算结果的均值，并

把均值结果中判别函数值取最小时对应的相对

权比及在此相对权比下计算结果的均值作为最

终值，参数平差结果见表２。本文还绘制了方案

⑤～⑨的判别函数与相对权比之间的关系，如

图１所示。

　　由表２可知，由于数据量相对较少，数据精度
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表２　参数平差结果

Ｔａｂ．２　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＩｎｖｅｒｓｉｏｎＰａｒａｍｅｔｅｒｓ

方案 犡^１ 犡^２ 犡^３ τ ‖Δ^犡‖

真值 １．００００ １．００００ １．００００ ／ ／

① １．０３７０ １．０２３４ １．０４４３ １．０００ ０．３８０７

② ０．９９７２ １．００４８ １．００２１ ０．０００ ０．０７４６

③ ０．９９７７ １．００６１ １．００６２ ０．５００ ０．０８９８

④ ０．９９７３ １．００５１ １．００３１ ０．１６７ ０．０７１４

⑤ ０．９９７２ １．００４８ １．００２２ ０．００１ ０．０７４６

⑥ ０．９９７７ １．００６１ １．００６２ ０．５００ ０．０８９８

⑦ ０．９９７７ １．００６１ １．００６０ ０．４９０ ０．０８８６

⑧ ０．９９７４ １．００５４ １．００３８ ０．２７０ ０．０７２７

⑨ ０．９９７４ １．００５４ １．００３９ ０．２８６ ０．０７３２

　注：验前单位权方差法确定方案④的相对权比，（１－τ）／τ＝

０．５／０．１，即τ＝０．１６７。‖Δ^犡‖表示模型参数平差结果与

真值差值的范数；τ为各方法计算的相对权比。

相对较低，因此第Ｉ类数据的总体最小二乘平差

结果最差（方案①）；方案③对各类数据附加了相

同的相对权比（τ＝０．５），即视联合平差中各类数

据的权重相等，因而结果相对较差；比较方案⑤与

方案②，不难发现，若不加０＜τ＜１的限制，方案

⑤与方案②等价，图１（ａ）中散点图的最小值在最

左端处取得，可见方案⑤的结果并没有起到权衡

各类数据的作用；方案⑤与方案⑦也存在同样的问

题，其判别函数求得的权比值为０．５和０．４９，与实

际值０．１６７相差较大，因而其解算结果较第ＩＩ类

数据的总体最小二乘平差结果要差（方案②），此

图１　线性方程组算例各方案判别函数与相对

权比关系图

Ｆｉｇ．１　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐＢｅｔｗｅｅｎＤｉｓｃｒｉｍｉｎａｔｅＦｕｎｃｔｉｏｎ

ａｎｄＷｅｉｇｈｔＳｃａｌｉｎｇＦａｃｔｏｒｉｎＬｉｎｅａｒＥｑｕａｔｉｏｎＧｒｏｕｐ

时联合平差结果不如单一数据的平差结果；而方

案⑧与方案⑨的结果则优于方案②，可见判别函

数的选取对平差结果的影响很大。

３．２　坐标位移反演应变参数

在二维平面情况下，利用应变参数反演模型

模拟生成反演应变参数的ＧＰＳ坐标位移数据和

边角网平差数据，其真值见表３和表４；坐标位移

反演应变参数的公式为［２１］：

狌犻＝狓犻ε狓＋狔犻ε狓狔 －狔犻ω

狏犻＝狓犻ε狓狔 ＋狔犻ε狔＋狓犻
｛

ω
（２２）

式中，（狓犻，狔犻）为第犻点近似坐标；狌犻为第犻点纵坐

标位移量；狏犻为第犻点横坐标位移量；ε狓、ε狔 分别

为狓、狔轴方向上的线应变；γ狓狔＝２ε狓狔为狓、狔方向

上的剪应变；ω为转动惯量。

表３　犌犘犛坐标数据及坐标位移真值
［１４］

Ｔａｂ．３　ＴｒｕｅＶａｌｕｅｓｏｆＧＰＳＣｏｏｒｄｉｎａｔｅａｎｄＤｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
［１４］

序号 犡／ｋｍ 犢／ｋｍ 狌１／ｍｍ 狏１／ｍｍ

１ １００．０００ １００．０００ １．０００ ２０．２００

２ １００．０００ ３００．０００ －１．０００ １８．６００

３ １００．０００ ５００．０００ －３．０００ １７．０００

４ ３００．０００ １００．０００ ５．０００ ６２．２００

５ ３００．０００ ３００．０００ ３．０００ ６０．６００

６ ３００．０００ ５００．０００ １．０００ ５９．０００

７ ５００．０００ １００．０００ ９．０００ １０４．２００

８ ５００．０００ ３００．０００ ７．０００ １０２．６００

９ ５００．０００ ５００．０００ ５．０００ １０１．０００

表４　边角网的坐标数据及位移真值
［１４］

Ｔａｂ．４　ＴｒｕｅＶａｌｕｅｓｏｆＳｉｄｅａｎｇｌｅＮｅｔｗｏｒｋ

ＣｏｏｒｄｉｎａｔｅａｎｄＤｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
［１４］

序号 犡／ｋｍ 犢／ｋｍ 狌２／ｍｍ 狏２／ｍｍ

１ １００．０００ １００．０００ １．０００ ２０．２００

２ １００．０００ ６００．０００ －４．０００ １６．２００

３ ６００．０００ １００．０００ １１．０００ １２５．２００

４ ６００．０００ ６００．０００ ６．０００ １２１．２００

　　对ＧＰＳ坐标数据及坐标位移真值加入犲１～

犖（０，σ
２
０１犐）的随机噪声，其中σ

２
０１＝０．５ｍｍ

２；对边

角网的坐标数据及位移真值加入犲２～犖（０，σ
２
０２犐）

的随机噪声，其中σ
２
０２＝２．０ｍｍ

２，得到两类数据

的模拟观测值。采用表２中的９种方案，模拟

１００次，按照§３．１中算例方法获得应变参数反演

结果，见表５。应变参数反演方案⑤～⑨的判别函

数与相对权比之间的关系如图２所示。

应变参数反演的算例中，方案⑥与方案⑦等

价，且两方案所确定的相对权比与方案③相同，均

为０．５，均未能合理反映每类数据在联合平差中的

比重；而方案⑤确定的相对权比０．９９９（非常接近

于１），其结果与方案①近似。可见在方案⑤下，

联合平差退化为单一数据的总体最小二乘平差，

这就意味着失去了联合平差的意义，显然不合理。
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表５　应变参数反演结果

Ｔａｂ．５　ＩｎｖｅｒｓｉｏｎＲｅｓｕｌｔｓｏｆＭｏｄｅｌＰａｒａｍｅｔｅｒｓ

方案 ε^狓／１０－９ ε^狔／１０－９ ε^狓狔／１０－９ ω^／１０－９ τ ‖Δ^犡‖

真值 ２０．００００ －８．００００ １００．００００ １１０．００００ ／ ／

１ １９．９８７３ －７．８０８４ ９９．９５４９ １０９．９３２７ １．０００ １．６９１５

２ ２０．２７０４ －８．１４３８ ９９．９６７０ １１０．１２９６ ０．０００ ３．２１７７

３ ２０．１２６２ －７．９７２４ ９９．９６１８ １１０．０３９４ ０．５００ １．８４５７

４ ２０．０４２６ －７．８７３６ ９９．９５７８ １０９．９７７０ ０．８００ １．５１１０

５ １９．９８７６ －７．８０８８ ９９．９５４９ １０９．９３２９ ０．９９９ １．６８９９

６ ２０．１２６２ －７．９７２４ ９９．９６１８ １１０．０３９４ ０．５００ １．８４５７

７ ２０．１２６２ －７．９７２４ ９９．９６１８ １１０．０３９４ ０．５００ １．８４５７

８ ２０．０９２４ －７．９３２４ ９９．９６０３ １１０．０１４９ ０．６２１ １．６４３８

９ ２０．０９２４ －７．９３２４ ９９．９６０３ １１０．０１４９ ０．６２１ １．６４３８

　　　　　　　　注：验前单位权方差法确定方案④的相对权比，（１－τ）／τ＝０．５／２．０，即τ＝０．８。

　　综合§３．１与§３．２中算例可知，两算例中验

前单位权方差法（方案④）的差值范数最小，这与

理论相符，这是因为给定的相对权比为实际权比；

然而，在实际数据处理过程中，当验前随机模型不

准确时，观测数据对参数解贡献的比重将不再合

理，所以验前单位权方差法并不具备操作性；相比

较而言，方案⑧与方案⑨的平差结果是判别函数

最小化中最好的，从图１（ｃ）、１（ｄ）和图２（ｃ）、２（ｄ）

中不难发现，其取得最小值的点相对接近各自的

实际权比值，因此，在先验信息不准确时，采用以

方案⑧、方案⑨为判别函数的判别函数最小化法

可以取得更为有效的结果。

图２　应变参数反演各方案判别函数与相对

权比的关系图

Ｆｉｇ．２　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐＢｅｔｗｅｅｎＤｉｓｃｒｉｍｉｎａｔｅＦｕｎｃｔｉｏｎａｎｄ

ＷｅｉｇｈｔＳｃａｌｉｎｇＦａｃｔｏｒｉｎＳｔｒａｉｎＰａｒａｍｅｔｅｒｓ

为了进一步探究加入的随机噪声对确定相对

权比的影响，对§３．１和§３．２中算例模拟加入不

同大小的随机噪声做模拟计算，结果见表６、表７。

表６　§３．１中算例不同精度对确定相对权比的影响

Ｔａｂ．６　ＩｎｆｌｕｅｎｃｅｔｏｔｈｅＷｅｉｇｈｔＳｃａｌｉｎｇＦａｃｔｏｒＤｅｔｅｒｍｉｎｅｄ

ｂｙＡｄｄｉｎｇＤｉｆｆｅｒｅｎｔＮｏｉｓｅｔｏＥｘａｍｐｌｅｉｎ§３．１

σ２０１ σ２０２
相对权比τ

方案⑤ 方案⑥ 方案⑦ 方案⑧ 方案⑨

０．５ ０．０００５ ０．００１ ０．５００ ０．４９４ ０．２６０ ０．２７０

０．５ ０．００１ ０．００１ ０．５００ ０．４８３ ０．３５０ ０．３８０

０．５ ０．００５ ０．００１ ０．５００ ０．４９７ ０．７２０ ０．７２０

０．５ ０．０１ ０．００１ ０．５００ ０．４９７ ０．１３１ ０．１３１

０．５ ０．０５ ０．００１ ０．５００ ０．４８６ ０．１６９ ０．１８３

０．５ ０．１ ０．００１ ０．５００ ０．４９０ ０．２７０ ０．２８６

０．１ ０．１ ０．９９９ ０．５００ ０．４９９ ０．４４１ ０．４４１

０．０５ ０．１ ０．９９９ ０．５００ ０．５０２ ０．４８０ ０．４７３

０．０１ ０．１ ０．９９９ ０．５００ ０．５００ ０．６８５ ０．６８８

０．００５ ０．１ ０．９９９ ０．５００ ０．５００ ０．７４６ ０．７４９

０．０００５ ０．１ ０．９９９ ０．５００ ０．５００ ０．８６９ ０．８７３

　注：σ２０１、σ２０２分别代表第Ｉ、ＩＩ类数据的单位权方差。

表７　§３．２中算例不同精度对确定相对权比的影响

Ｔａｂ．７　ＩｎｆｌｕｅｎｃｅｔｏｔｈｅＷｅｉｇｈｔＳｃａｌｉｎｇＦａｃｔｏｒＤｅｔｅｒｍｉｎｅｄ

ｂｙＡｄｄｉｎｇＤｉｆｆｅｒｅｎｔＮｏｉｓｅｔｏＥｘａｍｐｌｅｉｎ§３．２

σ２０１ σ２０２
相对权比τ

方案⑤ 方案⑥ 方案⑦ 方案⑧ 方案⑨

０．０００５ ２．０ ０．９９９ ０．５００ ０．５００ ０．９８４ ０．９８４

０．００５ ２．０ ０．９９９ ０．５００ ０．５００ ０．９５３ ０．９５３

０．０１ ２．０ ０．９９９ ０．５００ ０．５００ ０．９２６ ０．９２６

０．０５ ２．０ ０．９９９ ０．５００ ０．５００ ０．８６３ ０．８６３

０．１ ２．０ ０．９９９ ０．５００ ０．５００ ０．８２６ ０．８２６

０．５ ２．０ ０．９９９ ０．５００ ０．５００ ０．６７６ ０．６７６

０．５ ０．５ ０．００１ ０．５００ ０．５００ ０．４７２ ０．４７２

０．５ ０．１ ０．００１ ０．５００ ０．５００ ０．２８０ ０．２８０

０．５ ０．０１ ０．００１ ０．５００ ０．５００ ０．１０２ ０．１０２

０．５ ０．００１ ０．００１ ０．５００ ０．５００ ０．０４３ ０．０４３

０．５ ０．０００１ ０．００１ ０．５００ ０．５００ ０．０１６ ０．０１６

　注：σ２０１、σ２０２分别代表ＧＰＳ数据和边角网数据的单位权方差。

　　不难发现，对于方案⑤，随着各类数据加入的

误差不同，其判别函数永远在两端处取到最小值。
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可见在不同的观测数据精度下，判别函数Φ＝

［τ犞１
Ｔ犞１＋（１－τ）犞２

Ｔ犞２］／（１＋犡^
Ｔ^犡）所确定的相

对权比本身不能很好地拟合各类数据，因而其相

对权比的取值与其他各方案的差别较大；而方案

⑥、方案⑦的相对权比保持在０．５及附近，并没有

起到权衡各类数据的作用；随着各类数据加入的

误差不同，两算例中方案⑧与方案⑨所确定的相

对权比相差不大，且比较靠近实际的相对权比值，

结果更能反映实际情况，可知联合平差中权比例

关系在求解模型参数中起着很重要的作用；但并

不能以相对权比的大小来评价方案的好坏［２２］。

４　结　语

本文将总体最小二乘方法应用于联合平差问

题，推导了附有相对权比的总体最小二乘联合平

差方法，并推广得到了多类数据情况下的一般平

差计算公式。相对权比的确定是联合平差中求解

参数的关键，本文在两类数据各自等精度的前提

下，分析了多种判别函数确定相对权比的方法，并

对比了各自权比下的解算结果。然而本文在模拟

算例中假设两类数据各自是等精度的，对于不等

精度情况下的总体最小二乘联合平差还需要进一

步研究，同时对于相对权比的确定方法也需要通

过实际应用进一步验证和改进。
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