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摘　要：张量图像如极化合成孔径雷达（ＰｏｌＳＡＲ）图像，它的每一个像素点都是一个３阶的正定对称矩阵。对

于张量图像的噪声抑制，目前普遍的做法是将它们看作多通道标量图像进行处理，但是，这样可能会破坏矩阵

的正定性，从而造成信息的损失。本文主要研究基于扩散方程的张量图像的噪声抑制问题，将现有的基于扩

散方程的实张量场去噪模型推广到复张量场，并给出了其数值迭代格式。模拟图像和ＰｏｌＳＡＲ图像上的实验

充分验证了本文算法的有效性。与现有算法相比，本文算法具有更好的去噪能力和边缘保持能力。
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中图法分类号：ＴＰ７５１　　　　　文献标志码：Ａ

　　近年来，对张量图像（如极化合成孔径雷达图
像以及医学中的弥散张量图像）的研究越来越
多［１－８］。与传统图像不同，张量图像的每一个像素
点值对应某些特征的二阶统计量，是正定对称矩
阵［４，５］。现有的方法通常将张量图像的每一个像
素看成多通道的标量图像进行处理［６－９］，但这样可
能破坏元素之间的代数结构，从而使得图像中的
部分信息丢失。理想的张量图像处理将每个像素
对应的协方差矩阵看成一个结构张量，将整幅图
像看成一个张量场，然后在张量场中解决图像的
处理问题。如果该矩阵是实矩阵（如医学弥散张
量图像），则对应实张量场的处理；如果该矩阵对
应复协方差矩阵（如极化合成孔径雷达图像），则
需要解决复张量场的去噪问题。本文旨在建立复
张量场上的扩散方程模型，并应用于合成孔径雷
达图像的处理［３，９－１１］。
在实张量场的处理方面，Ｐｅｎｎｅｃ等［５］在２００６

年提出了一种张量场的黎曼度量，推导了实张量
场上的扩散方程并将其应用在一些以张量形式表

示的图像处理中。Ｐｅｎｎｅｃ等［５］通过定义两个ｎ
阶正定对称实矩阵的黎曼度量，计算由ｎ阶实对
称正定矩阵构成的张量场的测地线方程，从而得
到了实张量场上的扩散方程和相应的数值迭代格

式。然而，由于张量场的各项异性扩散方程在进
行数值计算的时候需要对矩阵进行指数运算和对

数运算，Ｐｅｎｎｅｃ等［５］提出的方法的计算效率并不
高。为了解决这一问题，Ｃｏｌｌａｒｄ等［４］针对实对称
正定矩阵构成的张量场处理进行了改进，其主要
思路是：首先将正定矩阵Σ进行谱分解，用单位
四元数等价地表示正交矩阵；然后分别将向量场
的ＰＭ模型［１２］和张量场的ＰＭ 模型应用到相应
的分量上［４］。这样通过在预处理阶段将图像分解
成向量场和由对角矩阵构成的张量场，提高了
算法的运行效率。但是，这种方法无法扩展到
复张量图像上。本文主要研究如何将标量和向
量场中的基于扩散方程的ＰＭ 模型［１２］推广到复
张量场中，推导复张量图像的去噪模型。首先对
复张量场进行分解，将复张量场分解成由正定对
角矩阵构成的张量场和两个向量场。在此基础
上，本文进一步拓展了ＰＭ 模型，推导出相应的数
值迭代格式。最后，分别利用模拟图像和真实

ＳＡＲ图像来验证算法的有效性。与现有算法［１３］

相比，本文中的算法具有更好的去噪能力和边缘
保持能力［１４－１５］。本文工作的前期研究可参见文
献［１６］。
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１　实张量场上的扩散方程

１．１　标量场上的扩散方程和ＰＭ模型

用 高 斯 核 函 数 Ｇ （ｘ，ｙ；σ）＝ １
２πσ

·

ｅｘｐ －ｘ
２＋ｙ２
２σ（ ）２ 卷积标量图像ｕ０（ｘ，ｙ），得到ｕ０

（ｘ，ｙ）在尺度σ上的图像ｕ（ｘ，ｙ；σ），即

ｕ（ｘ，ｙ；σ）＝∫
瓗２

ｕ０（ｘ－τ，ｙ－ξ）Ｇ（τ，ξ；σ）ｄτｄξ （１）

式（１）随着σ逐渐增大，ｕ（ｘ，ｙ；σ）会逐渐模糊，图
像的细节、噪声等高频信息会随着σ的增大而消
失。因此，用高斯核与原始图像卷积可以抑制噪
声，称为高斯低通滤波［１５，１７］。
事实上，式（１）为热传导方程

ｕ
ｔ
（ｘ，ｙ，ｔ）＝

２　ｕ
ｘ２＋

２　ｕ
ｙ２
，（ｘ，ｙ）∈ 瓗２

ｕ（ｘ，ｙ，０）＝ｕ０（ｘ，ｙ
烅
烄

烆 ）
（２）

的解。为了使高斯低通滤波器能够在抑制噪声的同
时保持图像的细节信息，可以修改热传导方程的扩
散项。Ｐｅｒｏｎａ和 Ｍａｌｉｋ从尺度空间理论出发，得到
了各项异性扩散的偏微分方程模型，即ＰＭ模型［１２］：

ｕ
ｔ
（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｄｉｖ（ｃ（!ｕ !ｕ）），

　（ｘ，ｙ）∈Ω，ｔ＞０
ｕ（ｘ，ｙ，０）＝ｕ０（ｘ，ｙ）

ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＝０，（ｘ，ｙ）∈

烅

烄

烆 Ω

（３）

式中，ｃ（!ｕ ）是控制扩散率的函数。对于图像中
平坦的区域，对应的梯度向量的模会比较小，此时

ｃ（!ｕ ）的取值应该比较大，使得方程局部退化为
热传导方程，从而达到抑制噪声的效果。对于细节
信息比较多的区域，梯度向量会比较大，此时

ｃ（!ｕ ）的取值也应该比较小，会保持更多的细
节。关于函数ｃ（ｓ）的形式，我们通常选取ｃ（ｓ）＝
１＋（ｓ／κ）（ ）２ －１或ｃ（ｓ）＝ｅ－

（ｓ／κ）２，其中κ是可调节
的参数。

１．２　实张量场上的扩散方程和ＰＭ 模型
设Σ（ｘ，ｔ）是定义在瓗２×［０，∞）上的ｎ阶实

对称正定矩阵场（实张量场）。根据仿射不变的黎
曼度量及相应的测地线方程［５］，可以得到实张量
场上的ＰＭ模型：

ｔΣ（ｘ，ｔ）＝ ２ｄ
Ｖ（ｘ） ∑ｕ∈Ｖ（ｘ）ｃ

（‖ΔｕΣ（ｘ，ｔ）‖
‖ｕ‖

）·

　ΔｕΣ
（ｘ，ｔ）
‖ｕ‖

，ｘ∈ 瓗ｄ

Σ（０，ｘ）＝Σ０（ｘ

烅

烄

烆 ）
（４）

式中，ΔｕΣ 是Σ（ｘ，ｔ）沿方向ｕ的Ｌａｐａｌａｃｅ－Ｂｅｌｔｒａ－
ｍｉ算子：

ΔｕΣ ＝Σ（ｘ）Σ（ｘ＋ｕ→ ）＋Σ（ｘ）Σ（ｘ＋ｕ→ ）＋
Ｏ（‖ｕ‖４） （５）

Σ（ｘ）Σ（ｘ＋ｕ→ ）表示Σ（ｘ）沿着ｕ方向的方向导数，
具体形式为：

Σ（ｘ）Σ（ｘ＋ｕ→ ）＝Σ（ｘ）
１
２

ｌｇΣ（ｘ）－
１
２Σ（ｘ＋ｕ）Σ（ｘ）－（ ）

１
２ Σ（ｘ）

１
２ （６）

如果将方程（４）的第一行写为ｔΣ（ｘ，ｔ）＝－Ｗ（ｘ，

ｔ）的形式，则有迭代格式：

Σ（ｘ，ｔ＋τ）＝ｅｘｐΣ（ｘ，ｔ）（－τＷ（ｘ，ｔ）） （７）

式中，ｅｘｐΣ（Ｗ）＝Σ
１
２ｅｘｐ（Σ－

１
２ＷΣ－１２）Σ

１
２。

由于迭代式（４）的计算速度比较慢，Ｃｏｌｌａｒｄ
等［４］将３阶实正定对称矩阵通过ＳＶＤ分解得到

Σ＝ＵΛＵＴ 并用单位四元数ｑ等价的表示正交矩
阵Ｕ，从而将张量场Σ（ｘ）分解成了由对角矩阵构
成的张量场Λ（ｘ）和表示正交矩阵Ｕ 的向量场

ｑ（ｘ），再将式（４）和向量场的ＰＭ 模型分别应用
到Λ（ｘ）和ｑ（ｘ），得到了相应的数值迭代格式。

２　复张量的分解

实张量场可以被分解为一个表示单位四元数

的向量场和一个对角矩阵构成的张量场［４］，即将
实张量场中的每个实正定对称矩阵分解成了一个

单位四元数和对角矩阵。然而，复张量场的情形
目前没有有效的方法。本文将采取相似的思路，
对３阶埃尔米特正定矩阵进行分解。
给定一个阶埃尔米特正定矩阵Ｈ，有：

Ｈ＝

ａ１，１ ａ１，２＋ｂ１，２ｉ　ａ１，３＋ｂ１，３ｉ
ａ１，２－ｂ１，２ｉ　 ａ２，２ ａ２，３＋ｂ２，３ｉ
ａ１，３－ｂ１，３ｉ　ａ２，３－ｂ２，３ｉ　 ａ３，

烄

烆

烌

烎３

通过欧拉公式，得到：

Ｈ＝

ｒ１，１ ｒ１，２ｅｉθ１，２ ｒ１，３ｅｉθ１，３

ｒ１，２ｅ－ｉθ１，２ ｒ２，２ ｒ２，３ｅｉθ２，３

ｒ１，３ｅ－ｉθ１，３ ｒ２，３ｅ－ｉθ２，３ ｒ３，

烄

烆

烌

烎３

（８）

其中，ｒｉ，ｊ＝ ａ２ｉ，ｊ＋ｂ２ｉ，槡 ｊ；θｉ，ｊ＝ｔａｎ－１　ｂｉ，ｊ／ａｉ，（ ）ｊ ，ｉ＝
１，２，３；ｊ＝１，２，３。

定义１　设Ａ＝（ａｉ，ｊ）ｎ，ｍ∈瓘ｎ×ｍ，Ａ 定义为：

｜Ａ｜＝

ａ１，１ … ａ１，ｍ
 

ａｎ，１ … ａｎ，

烄

烆

烌

烎ｍ

（９）

式中，ａｉ，ｊ 是复数ａｉ，ｊ的模。
定理１　若Σ是ｎ阶埃尔米特正定矩阵，则

Σ 是ｎ阶实正定对称矩阵。

４３５１
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证明　由埃尔米特矩阵的定义，ｚ∈瓘ｎ，ｚ
≠０，有：

ｚ＊Σｚ＞０ （１０）

将式（１０）展开，并取ｚ∈瓗ｎ，有：

０≤ ∑
ｎ

ｉ，ｊ＝１
ｚｉｚｊσｉ，ｊ ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｚ２ｉσｉ，ｉ＋∑

ｉ＜ｊ
ｚｉｚｊ（σｉ，ｊ＋σ＊ｉ，ｊ）＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｚ２ｉσｉ，ｉ＋∑

ｉ＜ｊ
２ｚｉｚｊ犚（σｉ，ｊ）≤

∑
ｎ

ｉ＝１
ｚ２ｉσｉ，ｉ＋Σｉ＜ｊ２ｚｉｚｊ｜σｉ，ｊ｜＝

ｚＴ｜Σ｜ｚ

（１１）

即 Σ 是实正定对称矩阵。
证毕。
根据定理１以及式（８），一个３阶埃尔米特正

定矩阵Ｈ 可以由一个实正定对称矩阵 Ｈ 和３
个辐角θ１，２、θ１，３、θ２，３表示。如果将θ１，２、θ１，３、θ２，３写
成向量的形式θ＝（θ１，２，θ１，３，θ２，３）Ｔ，３阶埃尔米特
正定矩阵构成的张量场Σ（ｘ）就可以被分解成一
个实正定对称矩阵构成的张量场｜Σ（ｘ）｜以及一
个向量场θ（ｘ）。更进一步，实正定对称矩阵构成
的张量场｜Σ（ｘ）｜可以分解成一个由对角矩阵构
成的张量场Λ（ｘ）以及一个向量场ｑ（ｘ）［４］。因
此，复张量场就可以被分解为Λ（ｘ）、ｑ（ｘ）以及

θ（ｘ），记作

Ｈ（ｘ）～ （Λ，ｑ，θ）（ｘ） （１２）

３　复量场上的ＰＭ模型

给定一个初始张量场Ｈ０（ｘ），ｘ∈瓘２，首先
等价的将它表示为（Λ（ｘ），ｑ（ｘ），θ（ｘ）），然后对
于向量场ｑ（ｘ）和θ（ｘ），使用向量场的ＰＭ 模型。
由于Λ（ｘ）是实正定对称的，因此，可以使用实张
量场的ＰＭ 模型［５］来进行噪声抑制，具体的迭代
公式如下：

Λｎ＋１（ｘ）＝Λｎ（ｘ）ｅｘｐ（２τΔａｎΛ（ｘ））

ΔａｎΛ（ｘ）＝ ４
｜Ｖ（ｘ）｜∑ｕ∈Ｖ（ｘ）ｃ

‖Λｎ（ｘ）Ｄｕ（ｘ）‖
‖ｕ‖（ ）２

·

Λｎ（ｘ）Ｄｕ（ｘ）
‖ｕ‖２２

Ｄｕ（ｘ）＝ｌｏｇ（Λｎ（ｘ＋ｕ））－ｌｏｇ（Λｎ（ｘ））
（１３）

ｑｔｅｍｐ（ｘ）＝ｑｎ（ｘ）＋２τΔａｎｑ（ｘ）

ｑｎ＋１（ｘ）＝ ｑｔｅｍｐ（ｘ）
‖ｑｔｅｍｐ（ｘ）‖

Δａｎｑ（ｘ）＝ ４
｜Ｖ（ｘ）｜

∑
ｕ∈Ｖ（ｘ）

ｃ ‖ｑｎ
（ｘ＋ｕ）－ｑｎ（ｘ）‖２
‖ｕ‖（ ）２

·

ｑｎ（ｘ＋ｕ）－ｑｎ（ｘ）
‖ｕ‖２２

（１４）

θｎ＋１（ｘ）＝θｎ（ｘ）＋２τΔａｎθΔａｎθ（ｘ）＝ ４
｜Ｖ（ｘ）｜

∑
ｕ∈Ｖ（ｘ）

ｃ ‖θｎ
（ｘ＋ｕ）－θｎ（ｘ）‖
‖ｕ‖（ ）２

θｎ（ｘ＋ｕ）－θｎ（ｘ）
‖ｕ‖２

（１５）

其中，ｃ（ｔ）＝ｅｘｐ（－（ｔ／κ）２）。
算法１　复张量场ＰＭ 模型的数值算法
输入：初始图像Σ０（ｘ），迭代次数Ｎ，迭代步长τ以及

参数κΛ、κｑ、κθ。

输出：经过Ｎ 次迭代得到的图像ΣＮ（ｘ）

１）令ｋ＝０，将Σ０（ｘ）分解成Λ０（ｘ）、ｑ０（ｘ）和θ０（ｘ）

２）ｗｈｉｌｅ　ｋ＜Ｎｄｏ

３）ｆｏｒ　ｘｄｏ

４）根据式（１３）～式（１５），计算Λｋ＋１、ｑｋ＋１以及θｋ＋１
５）ｅｎｄ　ｆｏｒ

６）ｋ←ｋ＋１

７）ｅｎｄ

８）将ΛＮ（ｘ），ｑＮ（ｘ）和θＮ（ｘ）组合为ΣＮ（ｘ）

９）输出ΣＮ（ｘ）

　　需要注意的是，将复张量场分解成两个向量
场和一个实张量场，是基于以下假设：

假设１　设原始图像为 Ｈ（ｘ）～（Λ（ｘ），

ｑ（ｘ），θ（ｘ）），被噪声污染的图像为 珦Ｈ（ｘ）～
（珟Λ（ｘ），珘ｑ（ｘ），珘θ（ｘ）），并且珟Λ（ｘ），珘ｑ（ｘ），珘θ（ｘ）是互
不相关的。
因此，式（１３）～式（１５）中对应的ｃ（ｔ）的参数

κ理论上是不一样的，需要分别选取。

４　实验结果及分析

本文将提出的算法应用到模拟的复张量图像

和真实的极化合成孔径雷达图像上，并与窗口尺
寸为３的Ｒｅｆｉｎｅｄ　Ｌｅｅ滤波器［１３］的去噪结果进行
比较。对于模拟图像，通过比较结构相似度指数

ＳＳＩＭ［１４］、均方误差 ＭＳＥ及峰值信噪比等定量指
标，表明本文算法整体优于Ｒｅｆｉｎｅｄ　Ｌｅｅ方法［１３］。

４．１　模拟图像的实验结果
为产生模拟测试图像，将 ＲＧＢ图像转化成

用埃尔米特协方差矩阵表示的张量图像，并附加
斑点噪声。比较实验采用算法１进行滤波，并与
窗口大小为３的Ｌｅｅ滤波器得到的结果进行了对
比，实验结果如图１～图３所示。
为了更好地评价去噪效果，对图１、图２中的
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结果进行了定量评价，评价指标为结构相似度指
数ＳＳＩＭ［１４］、均方误差 ＭＳＥ 以及峰值信噪比

ＰＳＮＲ，具体结果如表１所示。

表１　模拟图像去噪结果的定量评价及对比

Ｔａｂ．１　Ｑｕａｎｔｉｔａｔｉｖｅ　Ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ　ａｎｄ　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ

Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ　Ｒｅｓｕｌｔｓ

本文方法 Ｒｅｆｉｎｅｄ　Ｌｅｅ［１３］

ＳＳＩＭ　 ＭＳＥ　 ＰＳＮＲ／ｄＢ　 ＳＳＩＭ　 ＭＳＥ　 ＰＳＮＲ／ｄＢ
模拟

图１
０．７０　２６９．２２　 ２４．１６　 ０．３２　７３７．６２　 １９．９７

模拟

图２
０．８０　１８２．１４　 ３０．４１　 ０．７６　２０４．５２　 ２９．８５

　　由表１可以发现，对于图１和图２，相较Ｒｅ－
ｆｉｎｅｄ　Ｌｅｅ［１３］而言，本文方法的去噪结果可以得到
更高的信噪比和结构相似度，同时均方误差也更
小，但图２在去噪的过程中改变了部分颜色信息。
值得注意的是，本文的算法是直接在张量空

间中进行操作的，因此，可以恢复数据的代数结
构，使得每一个像素点代表的协方差矩阵的正定
性可以得到较好的恢复。为了说明这一点，可以
参照一幅代表同质区域的纯净的复张量图像

Σ（ｘ）。对Σ（ｘ）以及有噪声的图像珟Σ（ｘ），在用本
文算法去噪之后，图３显示了每一个像素点ｘ处
的椭球Σ（ｘ）。可以看出，本文算法较好地恢复了
每一个椭球的形状。

４．２　真实极化合成孔径雷达（ＰｏｌＳＡＲ）图像的实
验

　　本文选取Ｆｌｅｖｏｌａｎｄ地区和Ｓａｎ　Ｆｒａｎｃｉｓｃｏ地
区的极化ＳＡＲ图像进行实验，验证本文算法在真
实数据上的有效性。其去噪结果的Ｐａｕｌｉ　ＲＧＢ分
解结果如图４～图６所示。
从图４～图６可以看出，本文方法在细节的

保持上更好一些，尤其是地面目标点的恢复上，此
时Ｒｅｆｉｎｅｄ　Ｌｅｅ模糊掉了大部分地面目标点。

图１　模拟图像１的去噪结果

Ｆｉｇ．１　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｎ　ｔｈｅ　Ｓｉｍｕｌａｔｅｄ　Ｉｍａｇｅ　１

图２　模拟图像２的去噪结果

Ｆｉｇ．２　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｎ　ｔｈｅ　Ｓｉｍｕｌａｔｅｄ　Ｉｍａｇｅ　２

图３　模拟图像去噪结果的张量可视化结果

Ｆｉｇ．３　Ｖｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｔｅｎｓｏｒｓ　ｗｉｔｈ　Ｒｅｓｐｅｃｔ　ｔｏ　ｔｈｅ　Ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｎ　ａ　Ｓｉｍｕｌａｔｅｄ　Ｉｍａｇｅ
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图４　ＰｏｌＳＡＲ图像的去噪结果

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｎ　ｔｈｅ　ＰｏｌＳＡＲ　Ｉｍａｇｅｓ

图５　Ｆｌｅｖｏｌａｎｄ地区ＰｏｌＳＡＲ图像的去噪结果

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｎ　ｔｈｅ　Ｆｌｅｖｏｌａｎｄ　Ａｒｅａ　ＰｏｌＳＡＲ　Ｉｍａｇｅｓ

图６　旧金山地区ＰｏｌＳＡＲ图像的去噪结果

Ｆｉｇ．６　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｎ　ｔｈｅ　Ｓａｎ　Ｆｒａｎｃｉｓｃｏ　ＰｏｌＳＡＲ　Ｉｍａｇｅｓ

５　总结与展望

图像的噪声抑制是图像处理中传统并充满挑

战的问题，其主要难点在于如何在抑制噪声的同
时尽可能地保持原图像中的细节信息，良好的去
噪算法可以为后续的图像处理工作带来诸多便

利，如目标识别、图像分割等。本文从偏微分方程
的角度研究了张量图像的噪声抑制问题，为复张
量图像的处理提供了一个新的思路：将每一个像
素上的协方差矩阵看做一个整体。本文从标量图
像的ＰＭ 模型出发，结合现有的实张量场的黎曼
框架，对３阶埃尔米特场提出了各向异性的扩散
方程，并将其应用到了张量图像的去噪问题上。
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然而，本文算法还有诸多值得改进和研究的
地方，如图２所示，虽然本文算法的去噪效果优于
文献［１３］，但丢失了部分颜色信息，这可能是由于
黎曼度量的选取造成的。因此，为了能更好地抑
制噪声并且保持边缘，同时避免影响图像的色彩
信息，有必要研究更符合合成孔径雷达成像原理
的黎曼度量。除此之外，张量场上的偏微分方程
的快速求解也是一个值得研究的问题。
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