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利用垂线偏差计算高程异常差法方程
的快速构建方法

邢志斌１　李姗姗１　王　伟１　范昊鹏１

１　信息工程大学地理空间信息学院，河南 郑州，４５０００１

摘　要：利用垂线偏差等重力格网数据平差计算高程异常差时，施加少量ＧＰＳ／水准点进行控制，可以确定区

域似大地水准面，但是采用传统方法在构造法方程时，需要对系数阵的每个元素逐一进行操作，并全部或者对

角存储系数阵，具有计算速度慢、占用内存高等问题。为此提出了在平差解算中对系数阵先进行矩阵分块（操

作单元为分块矩阵），再稀疏化处理（仅存非零元素），最后拼接的方法，实现了法方程阵的快速构建及解算。

实验表明，相比于传统方法，该方法的计算效率提高了至少两个数量级，并且可快速解算传统方法在一般计算

机上难以解算的平差问题，对于解算比较规则的格网数据平差问题具有一定的参考与借鉴意义。
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　　利用格网垂线偏差基于天文重力水准的方法

计算相邻结点的高程异常差，施加一定数量的

ＧＰＳ／水准点进行控制，求得结点的高程异常，可

以确定区域似大地水准面［１８］。平差计算中涉及

到误差方程系数阵犃的生成、法方程系数阵犖的

计算，对于范围４°×６°、分辨率１′×１′的格网垂线

偏差数据，平差计算时，系数阵犃、犖 多达十几

ＧＢ，其规模已超出一般计算机的内存配置。传统

方法在构建系数阵时，一般是对系数阵中的每个

元素进行操作，多以对角阵的方式存储［９］，随着数

据量的增加，生成系数阵的效率迅速降低。从数

值分析的角度入手，如 ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ迭代法、

ＧａｕｓｓＪｏｒｄａｎ消去法、Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解法等，可快

速解算法方程，但在计算中仍需要存储大规模数

据［１０］。Ｇｅ提出一种新的参数消去方法
［１１］，Ｂｌｅｗｉｔｔ

提出了Ａｍｂｉｚａｐ算法
［１２］，陈宪东对Ａｍｂｉｚａｐ做了

验证［１３，１４］。然而，以上方法主要针对处理大规模

的ＧＮＳＳ观测数据
［１３１７］。宋力杰提出了一种用解

算约化代替求逆约化的超大规模大地网分区平差

快速解算方法［１８］，对系数阵进行压缩存储，但依然

是对每个元素进行操作。分布式计算的兴起，有效

提高了计算机的利用率［１４］，但是对计算平台的性

能与数量仍然有一定的要求。由于格网数据排列

比较规则，因此平差计算构建的系数阵存在较强的

规律性。从这种规律性出发，把操作单元变成分块

矩阵并且仅存储矩阵中的非零元素，之后再拼接成

系数阵，不仅可以减少对计算机内存的占用率，而

且可以显著提高计算速度［１９２１］。

１　格网数据平差模型的分析

１．１　格网垂线偏差计算高程异常差的基本原理

本文直接给出利用垂线偏差等数据计算相邻

结点高程异常差的方法［４］，如图１所示。

图１　利用垂线偏差计算格网高程异常差

Ｆｉｇ．１　ＵｓｉｎｇＤｅｆｌｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅＶｅｒｔｉｃａｌｔｏ

ＣａｌｃｕｌａｔｅＨｅｉｇｈｔＡｎｏｍａｌｙＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

考虑到重力异常项的影响，计算子午方向和

卯酉方向高程异常差的公式分别为：

Δζ犻，犻＋１ ＝－ζ中 Δ狊犻，犻＋１－
Δ犵中
珔γ
Δ犺 （１）
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Δζ犼，犼＋１ ＝－η中 Δ狊犼，犼＋１－
Δ犵中
珔γ
Δ犺

（２）

其中，ζ中、η中 分别为相邻两结点子午方向、卯酉

方向垂线偏差的平均值；Δ犵中 为两结点重力异常

的平均值；Δ狊为两结点间的距离；珔γ为平均正常

重力［１］，可以取９．７９７６４４６５６ｍ／ｓ２；Δ犺为两结

点间的海拔高差。

１．２　计算高程异常差的平差模型

利用式（１）与式（２）计算高程异常差近似于水

准网中的高差，施加一定的控制点可以采用平差

的方式计算格网中每个结点的高程异常［４］。为便

于编程实现，一般采用参数平差的方式。

对于犿×狀格网的每一行，误差方程为：

犞犺犻，犼 ＝δ^犡犻，犼＋１－δ^犡犻，犼＋犡
０
犻，犼＋１－犡

０
犻，犼－犔

犺
犻，犼

（３）

其中，犞犺犻，犼为由垂线偏差等数据计算的卯酉方向高

程异常差的残差；δ^犡犻，犼为格网结点高程异常的平

差改正数；犡０犻，犼为格网结点高程异常的近似值；

犔犺犻，犼为由垂线偏差等数据计算的卯酉方向相邻两

结点的高程异常差。

对于相邻两行之间的每一列，误差方程为：

犞犾犻，犼 ＝δ^犡犻＋１，犼－δ^犡犻，犼＋犡
０
犻＋１，犼－犡

０
犻，犼－犔

犾
犻，犼

（４）

其中，犞犾犻，犼为由垂线偏差等数据计算的子午方向高

程异常差的残差；犔犾犻，犼为由垂线偏差等数据计算的

子午方向相邻两结点的高程异常差。

组成的误差方程为：

犞犺１，１ ＝δ^犡１，２－δ^犡１，１＋犡
０
１，２－犡

０
１，１－犔

犺
１，１

　　　　　　　　

犞犺１，犼 ＝δ^犡１，犼＋１－δ^犡１，犼＋犡
０
１，犼＋１－犡

０
１，犼－犔

犺
１，犼

　　　　　　　　

犞犺１，狀－１ ＝δ^犡１，狀－δ^犡１，狀－１＋犡
０
１，狀－犡

０
１，狀－１－犔

犺
１，狀－１

犞犺２，１ ＝δ^犡２，２－δ^犡２，１＋犡
０
２，２－犡

０
２，１－犔

犺
２，１

　　　　　　　　

犞犺犻，犼 ＝δ^犡犻，犼＋１－δ^犡犻，犼＋犡
０
犻，犼＋１－犡

０
犻，犼－犔

犺
犻，犼

　　　　　　　　

犞犺犿，狀－１ ＝δ^犡犿，狀－δ^犡犿，狀－１＋犡
０
犿，狀－犡

０
犿，狀－１－犔

犺
犿，狀－１

犞犾１，１ ＝δ^犡２，１－δ^犡１，１＋犡
０
２，１－犡

０
１，１－犔

犾
１，１

犞犾１，２ ＝δ^犡２，２－δ^犡１，２＋犡
０
２，２－犡

０
１，２－犔

犾
１，２

　　　　　　　　

犞犾犻，犼 ＝δ^犡犻＋１，犼－δ^犡犻，犼＋犡
０
犻＋１，犼－犡

０
犻，犼－犔

犾
犻，犼

　　　　　　　　

犞犾犿－１，狀 ＝δ^犡犿，狀－δ^犡犿－１，狀＋犡
０
犿，狀－犡

０
犿－１，狀－犔

犾
犿－１，

烅

烄

烆 狀

（５）

其中，犻＝１，２，…，犿；犼＝１，２，…，狀。

简化为：

犞＝犃δ^犡＋犾 （６）

其中，犃为误差方程系数矩阵。

相应的法方程为：

犖δ^犡＋犝 ＝０ （７）

其中，犖＝犃Ｔ犘犃；犝＝犃Ｔ犘犾；犘为观测量的权阵
［２２］。

以上为自由网平差模型，缺少基准，因此需要

施加一定数量的 ＧＰＳ／水准点进行控制，才能计

算出每个结点的高程异常。为不破坏系数阵的规

律性以及易于编程实现，本文将控制点作为“未知

点”，但是赋予其较大权值（本文取１０３０），即在法

方程系数阵犖 中与控制点相对应的元素加上一

个大的数［９］，从而使得在平差计算中控制点的值

不会产生变化。

为提高计算速度与精度，在编程时本文求解

δ^犡
［２０］为：

δ^犡＝－犖＼犝 （８）

其中，“＼”表示 Ｍａｔｌａｂ中的“左除”，用消去的方法

解算法方程。

２　平差法方程的构建

２．１　系数阵的特征分析

设误差方程系数阵犃、法方程系数阵犖 的分

布形式分别如表１、表２所示。

表１　３×４格网数据误差方程系数阵犃

Ｔａｂ．１　ＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔＭａｔｒｉｘ犃ｏｆ３×４Ｇｒｉｄ

ＤａｔａＥｒｒｏｒＥｑｕａｔｉｏｎ

　　通过对表１、表２系数阵进行分析，不难发现

犃、犖的如下特征（设平差区域格网数据为犿行×

狀列）。

对于误差方程系数阵犃，有：（１）不同颜色分

块矩阵的行列数与格网数据的行列数有关。表１

９７７
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表２　４×４格网数据法方程系数阵犖

Ｔａｂ．２　ＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔＭａｔｒｉｘ犖ｏｆ４×４ＧｒｉｄＤａｔａＮｏｒｍａｌＥｑｕａｔｉｏｎ

　　注：由于其他范围的系数阵数据量较大，这里不再列出。

横线上半部分，浅色分块矩阵为犿 个（狀－１）×狀

的矩阵且元素相同。而下半部分，两种颜色的矩

阵分块个数是犿－１，为狀×狀的矩阵；（２）每一行

只有两个元素（１和－１）；（３）整个系数阵、每个

分块矩阵都为稀疏矩阵。

对于法方程系数阵犖，犖＝犃Ｔ犘犃，取犘＝１，

有：（１）主对角线上，首尾（浅绿色）的矩阵块完全

相同，中间的浅色部分完全相同，浅色部分的个数

为犿－２，每个分块矩阵大小都是狀×狀；（２）主对

角线上，首尾矩阵块的首尾元素都为２，中间狀－２

个元素为３，中间浅色部分矩阵块首尾元素为３，

中间狀－２个元素为４；（３）主对角线两侧分块矩

阵都是大小为狀×狀、主对角线元素是－１的对角

阵；（４）整个系数阵和每个分块矩阵都是稀疏矩

阵。

２．２　系数阵的构建方法介绍

根据以上特点，本文提出了分块构造，稀疏化

处理，最后拼接成系数阵的方法。系数阵的构建

过程如下。

２．２．１　误差方程系数阵犃的构建过程

（１）生成一个（狀－１）×（狀－１）的单位阵

犐１
狀－１，狀－１

并进行稀疏化处理，即仅存非零元素。

（２） 构 造 犐１
狀－１，狀

＝ 犗
狀－１，１

犐１
狀－１，狀

［ ］
－１
，犐２
狀－１，狀

＝

－ 犐１
狀－１，狀－１

犗
狀－１，［ ］

１
，令 犐

狀－１，狀
＝犐１
狀－１，狀

＋犐２
狀－１，狀

，即构建出

误差方程系数阵犃上半部分中的分块矩阵（矩阵

犗
狀－１，１

做了稀疏化处理）。

（３）生成一个狀×狀的单位阵犐
狀，狀

，构建出误差

方程系数阵犃下半部分分块矩阵的主要部分。

（４）拼接（２）中生成的分块矩阵，构成系数阵

犃的上半部分犃１：

犃１ ＝

犐
狀－１，狀

犗
狀－１，狀

… 犗
狀－１，狀

犗
狀－１，狀

   

  犐
狀－１，狀



   犗
狀－１，狀

犗
狀－１，狀

… 犗
狀－１，狀

犐
狀－１，

熿

燀

燄

燅狀

（９）

　　（５）拼接（３）中生成的分块矩阵，构成系数阵

犃的下半部分犃２：

犃２ ＝

－犐
狀，狀

犐
狀，狀

犗
狀，狀

… 犗
狀，狀

犗
狀，狀

－犐
狀，狀

犐
狀，狀

 

    犗
狀，狀

犗
狀，狀

… 犗
狀，狀

－犐
狀，狀

犐
狀，

熿

燀

燄

燅狀

（１０）

　　（６）拼接犃１和犃２，构成误差方程系数阵犃：

犃＝
犃１

犃
［ ］

２

（１１）

２．２．２　法方程系数阵犖的构建过程

首先，设对角线上首尾的矩阵块为犖１
狀，狀

，中间

矩阵块为犖２
狀，狀

，主对角线两侧的矩阵块为－犐
狀，狀

。

（１）分别生成分块矩阵犖１
狀，狀

、犖２
狀，狀

、－犐
狀，狀

、犗
狀，狀

，并做

稀疏化处理。

（２）重新拼接犖１
狀，狀

、犖２
狀，狀

以及－犐
狀，狀

为：

犕１
２狀，狀
＝

犖１
狀，狀

－犐
狀，

熿

燀

燄

燅狀

，犕２
３狀，狀
＝

－犐
狀，狀

犖２
狀，狀

－犐
狀，

熿

燀

燄

燅狀

，犕３
２狀，狀
＝

－犐
狀，狀

犖１
狀，

熿

燀

燄

燅狀

（１２）

０８７
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　　（３）拼接（２）中分块矩阵构成法方程系数阵

犖：

犖
犿狀，犿狀

＝

犖１
狀，狀

－犐
狀，狀

犗
狀，狀

… 犗
狀，狀

－犐
狀，狀

犖２
狀，狀

  

犗
狀，狀

－犐
狀，狀

 －犐
狀，狀

犗
狀，狀

   犖２
狀，狀

－犐
狀，狀

犗
狀，狀

… 犗
狀，狀

－犐
狀，狀

犖１
狀，

熿

燀

燄

燅狀

（１３）

　　至此，误差方程系数阵犃和法方程系数阵犖

全部构建完毕。

对于格网数据不规则、数据缺失、存在不合理

的点（粗差点）的情况，可以添加一定的数据，构造

成规则的格网，将法方程系数矩阵犖中与参数相

对应的元素置为０（即添加的数据权为０，不参与

计算），从而可以利用本文方法完成平差计算。

３　实验计算比较分析

本文选取分辨率相同、范围不同的数据，在处

理器为单核Ｅ５８００（３．２ＧＨｚ），内存２ＧＢ的联想

台式机上采用 ＭａｔｌａｂＲ２０１１ａ平台
［２０］进行计算。

采用自由网平差方法分别解算范围为０．５°×

０．５°、１°×１．５°、１．５°×１．５°、４°×６°，分辨率为１′×

１′的区域，即未知参数的个数分别为９００、５４００、

８１００、８６４００个，采用不同的方法生成误差方程

系数阵犃、法方程系数阵犖，计算参数平差值 犡^，

耗时统计结果如表３所示（表中“－”表示数据量

超出计算机内存，无法继续计算）。

表３　不同方法计算不同区域耗时／ｓ

Ｔａｂ．３　ＣｏｍｐｕｔｉｎｇＴｉｍｅｏｆＤｉｆｆｅｒｅｎｔＭｅｔｈｏｄｓ／ｓ

区域 内容
传统

方法

对犃

稀疏化

本文方法

直接

生成犖

由犃生

成犖

犃 ０．０４５０ ０．０１７６

０．５°×０．５° 犖 ０．１９５９ ０．０５８１ ０．００６３ ０．０１８２

犡^ ０．３４９０ ０．１０６９ ０．０４６８ ０．０４１３

犃 ２．５４６９ ０．０６３０

１°×１．５° 犖 ３０．４９７８ ３．０２６４ ０．０３３７ ０．０６４６

犡^ ３７．９０７０ ３．１２６３ ０．１１４１ ０．１４６５

犃 １０．５８０６ ０．１２５８

１．５°×１．５° 犖 １０４．５９８０ １１．３１７３ ０．０５７４ ０．１３４５

犡^ － １１．６５５９ ０．３１８３ ０．２８１１

犃 － － ４．４５１４

４°×６° 犖 － － ２．８８３９ ４．４６７３

犡^ － － ８．７００７ ５．７６９５

　　由表３可以看出，随着数据量的增大，采用传

统方法的耗时迅速增加，当计算范围大到一定的

程度时，已无法完成法方程的构建与解算。分析

表可以发现：在传统方法的基础上，对误差方程系

数阵犃做稀疏化处理，可迅速提高构造系数阵的

速度。当计算范围扩大到４°×６°时，即解算８６

４００个未知参数时，该方法已经不能满足计算需

要，这是因为初步估计用传统的方法生成的系数

阵犃将会占用１３．８６ＧＢ左右的空间，其规模已超

出一般计算机内存的容量（８ＧＢ内存，２０１４），因

此无法完成参数的解算。采用本文提出先矩阵分

块，再稀疏化处理，最后拼接的方法，可快速提高

解算速度。这是因为采用分块的方法，在生成系

数矩阵时，是对小块的矩阵进行操作，减少了循环

计算的次数；而对分块矩阵稀疏化处理以后，计算

机仅存储分块矩阵中的非零元素，节约了大量的

内存空间；而由稀疏化处理后的分块矩阵拼接成

完整的系数阵时，计算机操作的是稀疏化处理后

的分块矩阵，所生成的完整的系数阵同样是稀疏

化处理之后的矩阵，因此即便是生成一个拥有

１７２２００×８６４００个元素的误差方程系数阵犃，仍

然不会超出一般计算机的内存限制。在计算过程

中主要是稀疏矩阵之间的运算，因而解算速度得

到了很大提高。无论是直接生成法方程系数阵

犖，还是由犃计算生成，都能够快速完成法方程阵

的构建和解算。但是由犃计算生成更好，这是因

为直接生成犖，要调用生成犖 的子函数，同时随

着犖的规模的增大，生成犖所耗费的时间要大于

计算犃Ｔ犘犃生成犖 的时间。当考虑观测量权矩阵

犘时，法方程系数阵犖的规律也不会太明显。由

误差方程系数阵犃计算生成犖 也更符合法方程

构造过程，并且适用范围也会更广。

４　结　语

针对利用垂线偏差等重力格网数据计算高程

异常差时法方程规模巨大、解算速度慢等问题，本

文提出了先矩阵分块，再稀疏化处理，最后拼接的

方法，不仅减小了计算机内存的占用率，而且可快

速实现法方程阵的构建与解算等。其具体优势在

于，一方面将传统的对系数阵中每个元素进行操作

的方式改为对分块的矩阵进行操作，减少计算时的

循环次数；另一方面采用了稀疏化处理的方法，仅

存矩阵中非零元素，对于一个０元素占主体的矩

阵，这无疑缩小了矩阵的存储规模。这两方面的原

因使得在一般计算机环境下原本需要耗费大量时

间甚至是难以完成解算的高程异常差平差问题可
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以快速解决。本文提出的方法对于快速解算大规

模的重力场扰动场元网数据以及大规模ＧＰＳ网观

测数据具有一定的借鉴和指导意义。
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