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摘　要：针对ＬｅｎｓｔｒａＬｅｎｓｔｒａＬｏｖáｓｚ（ＬＬＬ）规约算法在高维情况下规约耗时较大的特点，采用贪心算法和部

分列向量规约，减少ＬＬＬ算法规约过程中的基向量交换和尺度规约次数，以降低ＬＬＬ算法的计算复杂度。

通过模拟和实测的数据验证，该改进方法可以降低ＬＬＬ算法的规约耗时，因而对高维模糊度的快速解算具有

一定的参考应用价值。
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　　相位整周模糊度的快速准确确定是 ＧＮＳＳ

实时精密定位的关键。国内外学者已提出了多种

解算整周模糊度的方法，其中以ＬＡＭＢＤＡ（ｌｅａｓｔ

ｓｑｕａｒｅｓａｍｂｉｎｗｉｔｙｄｅｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ）方

法最具代表性［１］。该方法首次提出降相关的概

念，通过采用幺模矩阵对模糊度的方差阵进行整

数变换，提高模糊度的搜索效率，随后各种降相关

方法被相继提出［２６］。由于整数最小二乘模糊度

解算等价于格上最近向量问题，因而可以采用格

基规约的方法处理此类问题。文献［７］提出的

ＬＬＬ规约算法是目前最为流行的格基规约算法。

文献［８］把ＬＬＬ规约算法引入到ＧＮＳＳ领域，并

指出 ＬＡＭＢＤＡ 来源于 ＬＬＬ算法。随后，文献

［９１１］对其作了一些改进，但采用的ＬＬＬ规约算

法缺少基向量交换过程。近来，文献［１２］从理论

上证明了规约可以有效地减少搜索候选点数；文

献［１３］对格基规约和降相关之间的等价性也做了

证明。

由于高维模糊度解算中规约耗时在模糊度整

体解算时间中占据很大比例，因此，如何减少规约

算法的复杂度是本文研究的重点。文献［５］针对

ＬＡＭＢＤＡ算法采用贪心选择过程以减少相邻条

件方差的交换次数；文献［１４］指出ＬＬＬ算法的核

心是基向量交换部分，并在此基础上提出了部分

尺度规约的 ＥＬＬＬ（ＥｆｆｅｃｔｉｖｅＬＬＬ）算法；文献

［１５］针对ＥＬＬＬ的截断误差较大的特点，提出有

选择性进行列向量尺度规约的 ＰＬＬＬ（Ｐａｒｔｉａｌ

ＬＬＬ）算法。本文在此基础上进行改进。

１　数学模型

假定犪^、犙^犪^犪分别为最小二乘解算模糊度的实

数解和方差协方差阵，对其进行最小二乘模糊度

整数估计，估计准则为［１］：

ｍｉｎ 犪^－（ ）犪 Ｔ
犙
－１
犪^^犪 犪^－（ ）犪 ，犪∈犣

狀 （１）

　　对犙^犪^犪进行Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解：

犙^犪^犪 ＝犅
Ｔ犅 （２）

式中，犅为上三角矩阵。

把式（２）代入式（１）得：

ｍｉｎ‖犅
－Ｔ（^犪－犪）‖

２
＝ｍｉｎ‖狔－犅

－Ｔ犪‖
２

（３）

式中，狔＝犅
－Ｔ犪^是一个常数向量。

式（３）在格上被称为最近向量问题，常采用

ＬＬＬ规约算法进行解算。

对犅进行分解：

犅＝犇犝 （４）

式中，犇 为对角矩阵且主对角线元素为犱１，犱２，

…，犱狀，犝 为单位上三角矩阵。
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规约后犇、犝 中的元素满足如下条件
［７］：

狌犻，犼 ≤０．５，１≤犻＜犼≤狀

犱２犻 ＋狌
２
犻－１，犻×犱

２
犻－１ ≥ω×犱

２
犻－１，０．２５＜ω≤

烅
烄

烆 １

（５）

其中，式（５）中第一行称为尺度规约；第二行称为

基向量交换。

２　改进的犔犔犔算法

由式（５）可以直观看出，ＬＬＬ算法规约的主

要过程是尺度规约和基向量交换。要求 狌犻，犼 ≤

０．５的主要目的是尽可能地提高基向量交换的能

力，以减少搜索过程中每一层的节点数。在进行

ＬＬＬ算法规约时，影响算法复杂度的主要因素是

基向量的交换次数以及矩阵犝 中元素尺度规约

个数。针对此，笔者从减少尺度规约个数和基向

量交换次数的角度进行了算法改进。

２．１　部分尺度规约

在进行部分尺度规约之前，需要从理论上说

明单纯的尺度规约对模糊度搜索候选点数没有影

响，证明过程如下。

假设式（１）的目标函数满足：

（^犪－犪）
Ｔ
犙
－１
犪^^犪 （^犪－犪）≤χ

２ （６）

　　对方差阵犙^犪^犪进行上三角Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解：

犙^犪^犪 ＝犔
Ｔ犇犔 （７）

　　当仅对犙^犪^犪进行尺度规约不涉及排序过程时，

有：

犙^狕^狕 ＝犣
Ｔ
犙^犪^犪犣＝珚犔

Ｔ珚犇珚犔 ＝珚犔
Ｔ犇珚犔 （８）

式中，珚犇＝犇；珚犔＝犔犣。

式（６）等价于下面形式的变换过程：

（^犪－犪）
Ｔ
犙
－１
犪^^犪 （^犪－犪）＝

（^犪－犪）
Ｔ犔－１犇－１犔－Ｔ（^犪－犪）＝

（^犪－犪）
Ｔ犣犙

－１
狕^^狕 犣

Ｔ（^犪－犪）＝

（^犪－犪）
Ｔ犣珚犔－１珚犇－１珚犔－Ｔ犣Ｔ（^犪－犪）＝

（^狕－狕）
Ｔ珚犔－１珚犇－１珚犔－犜（^狕－狕）≤χ

２

（９）

式中，犣Ｔ（^犪－犪）＝（^狕－狕）。

假若令：

珔犪－犪＝犔
－犜（^犪－犪）

珔狕－狕＝珔犔
－犜（^狕－狕｛ ）

（１０）

将式（１０）代入式（９），可以得到：

（珔犪－犪）
Ｔ犇－１（珔犪－犪）＝ （珔狕－狕）

Ｔ珚犇－１（珔狕－狕）

（珔犪－犪）＝ （珔狕－狕）

（１１）

　　可以看出，单纯尺度规约和未进行尺度规约

所获得的模糊度候选向量是一致的。当规约时进

行基向量排序，则式（８）中珚犔≠犔犣；珚犇≠犇，式（１１）

结论不再成立。

上述证明表明，在进行ＬＬＬ算法时，一般仅

需考虑次对角线元素的规约。但是为了规约算法

的有效性和数值的稳定性，需要对部分非对角线

元素在满足一定条件下的情况进行尺度规约。

当基向量不满足交换条件时，有：

狌犻－１，犻 ＝狌犻－１，犻－ 狌犻－１，［ ］犻 ｒｏｕｎｄ

犱２犻 ＋狌
２
犻－１，犻×犱

２
犻－１ ≥ω×犱

２
犻－

烅
烄

烆 １

（１２）

式中，［　］ｒｏｕｎｄ代表取整操作。

当 狌犻－１，［ ］犻 ｒｏｕｎｄ ＞２时，需对列向量中其余

元素进行规约［１５］，即

狌犽，犻 ＝狌犽，犻－ 狌犽，［ ］犻 ｒｏｕｎｄ，犽＝犻－２，犻－３，…，１

（１３）

称式（１３）为列向量规约过程。

需要注意的是，每次对矩阵元素进行规约时，

需要更新相应的列向量元素，即当对狌犻－１，犻规约

时，列向量元素进行如下更新：

狕犻－１，犻 ＝ 狌犻－１，［ ］犻 ｒｏｕｎｄ

狌犽，犻 ＝狌犽，犻－狌犽，犻－１×狕犻－１，犻，犽＝１，２，…，犻－
｛ １

（１４）

２．２　贪心算法

贪心算法（又称贪婪算法）是指在对问题求解

时，总是做出当前看来是最好的选择。即它不从

总体最优上加以考虑，所做出的只是某种意义上

的局部最优解。贪心算法不是对所有问题都能得

到整体最优解，但在相当广泛的范围内，它能得到

许多问题的整体最优解或者是整体最优解的近似

解［１６］。

由于ＬＬＬ算法需要进行基向量的迭代交换，

因此可以采用贪心算法交换相邻基向量。下面是

贪心算法的具体实现。

令

　　　^犱
２
犻－１＝犱

２
犻＋狌

２
犻－１，犻×犱

２
犻－１ （１５）

当选择一对基向量（犻－１，犻）进行交换时，参

数犻定义为：

犻＝ａｒｇｍｉｎ
２≤犻≤狀

｛^犱２犻－１／ω×犱
２
犻－１：^犱

２
犻－１ ＜ω×犱

２
犻－１｝

（１６）

　　当参数犻不存在时，则结束基向量交换。当

一对基向量（犻－１，犻）进行交换后，相邻对角线元

素犱犻、犱犻－１的值发生了变化，单位上三角阵犝 中的

元素狌犻－１，犻、狌犻，犻＋１的大小也相应发生了变化，因此

当下一次基向量交换过程时，仅需更新（犱犻－２，

犱犻－１）、（犱犻－１，犱犻）和（犱犻，犱犻＋１）三个基向量对所对应

的式（１６）中的比值。

２．３　处理流程

结合流程图１，改进的ＬＬＬ算法的解算步骤

９１１１
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如下。

（１）首先对原始的方差阵犙^犪^犪按照式（２）进行

Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解，获得上三角阵犅。

（２）在第一次基向量交换前，对犅中所有的

次对角线元素都进行尺度规约，并根据式（１５）求

出对应的犱^２犻－１（犻＝２，３，…，狀）。

（３）根据式（５）的基向量交换条件判断是否

存在需要交换的基向量。如果没有则退出整个规

约过程；如果存在交换的基向量则按照式（１６）选

择当前局部最优的一组交换基（犽－１，犽），并判断

这对基向量对应的次对角线元素狌犽－１，犽的绝对值

在未进行尺度规约时是否大于２，如果大于则对

犽－１列的其他元素进行尺度规约，否则不进行列

向量规约。

（４）当上一次基向量交换后，则重新进行步

骤（２）、步骤（３）过程。其中步骤（２）过程不再需要

计算所有的犱^２值，仅需更新（犱犽－２，犱犽－１）、（犱犽－１，

犱犽）和（犱犽，犱犽＋１）三个基向量对对应的犱^
２
犽－２、^犱

２
犽－１

和^犱２犽，犽值。

图１　改进的ＬＬＬ规约算法的处理流程

Ｆｉｇ．１　ＦｌｏｗｃｈａｒｔｏｆＩｍｐｒｏｖｅｄＬＬＬＡｌｇｏｒｉｔｈｍ

３　实验结果与分析

笔者采用ＬＬＬ算法、ＰＬＬＬ算法
［１５］以及本文

改进的ＬＬＬ规约算法进行对比。考虑到ＰＬＬＬ

在进行规约之前采用ＳｏｒｔｅｄＱＲ
［２，１７］对其进行预

排序以降低基向量迭代次数，为便于验证算法的

合理性，本文对ＬＬＬ算法和本文算法也进行了预

排序处理。下文分别把采用预排序的ＬＬＬ算法

和改进的ＬＬＬ算法简称作ＳＬＬＬ和ＰＧＬＬＬ算

法。

本文分别基于模拟和实测数据进行统计分析

三种算法的规约耗时、基向量交换次数、搜索候选

点数以及整体解算耗时，验证ＰＧＬＬＬ算法的规

约性能。其中，模糊度整数向量的搜索均采用

ＳＥＶＢ算法
［５］完成。本文所有的计算均基于

ＭＡＴＬＡＢ２０１２ｂ软件完成，ＰＣ 机软硬件配置

为：ＩｎｔｅｌＣｏｒｅｉ７３５２０ＣＰＵ，２．９０ＧＨｚ，４ＧＢ内

存，Ｗｉｎ７系统。

３．１　实验１

借鉴文献［５］的模拟方法进行实验数据模拟。

模糊度浮点解构造为：

犪^＝１００×ｒａｎｄ狀（狀，１） （１７）

式中，ｒａｎｄ狀（狀，１）表示随机生成的狀个服从标准

正态分布的元素。

模糊度的方差阵按照式（１８）进行生成：

犙^犪^犪 ＝犔犇犔
Ｔ （１８）

式中，犔是单位下三角矩阵，且下三角元素犾犻犼（犻＞

犼）服从标准正态分布；犇 是主对角线为（１０，１０，

１０，０．０１，…，０．０１）的对角阵。

上述模拟过程中，已知三个模糊度就可以唯一

确定基线分量，其余模糊度也可相应得出，因此在

设计时应遵循前三个条件方差相对较大的原则。

考虑到高维模糊度解算的需求，笔者随机生成一个

维数为４０的模糊度方差阵犙^犪^犪和浮点解犪^。

图２（ａ）为三种算法在不同维数下基向量交

换个数的变化趋势。从图２（ａ）中看到，三种算法

的基向量交换次数与维数呈正相关关系；ＰＧＬＬＬ

具有最少的交换个数，ＰＬＬＬ和ＳＬＬＬ的交换个

数一致。图２（ｂ）是不同维数下三种算法的规约

耗时。从图２（ｂ）中可以直观看到，随着维数的增

大，模糊度的规约耗时总体呈上升趋势；ＰＧＬＬＬ

具有最小的规约时间，ＰＬＬＬ规约时间在前１０维

可能存在大于 ＳＬＬＬ 的情形，在维数增大时

ＰＬＬＬ的规约时间低于ＳＬＬＬ。

对图２中的结果进行分析，由于ＰＬＬＬ仅减

少一些非对角线元素的尺度规约过程，不影响基

向量的排序，因而ＰＬＬＬ在基向量交换次数上等

同于ＳＬＬＬ这一现象同理论相符合；ＰＧＬＬＬ采用

的贪心算法通过寻找局部最优解降低了基向量交

换个数，因此ＰＧＬＬＬ相对于其他两种算法降低

了规约耗时；在低维条件下，三种方法的规约时间

均较少，在高维情形下，由于减少了部分列向量规

约过程，因而ＰＬＬＬ规约效率优于ＳＬＬＬ。

０２１１
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图２　不同维数下的规约时间和基向量交换次数

Ｆｉｇ．２　ＲｅｄｕｃｔｉｏｎＴｉｍｅａｎｄＢａｓｉｓＳｗａｐＮｕｍｂｅｒｓ

ｉｎＤｉｆｆｅｒｅｎｔＤｉｍｅｎｓｉｏｎｓ

图３表示的是三种算法在不同维数下的搜索

候选点数。从图３中可以看出，搜索候选点数与

维数的变化整体上具有相同的趋势，即随着维数

的增长，候选点数增大；ＳＬＬＬ与ＰＬＬＬ具有相同

的搜索候选点数，而ＰＧＬＬＬ的模糊度候选向量

与其余两种方法相比特征不太明显，可能在某些

情形下优于ＳＬＬＬ和ＰＬＬＬ，也可能差于这两种

算法。

图３　不同维数下的模糊度搜索候选点数

Ｆｉｇ．３　ＡｍｂｉｇｕｉｔｙＳｅａｒｃｈｉｎｇＣａｎｄｉｄａｔｅＮｕｍｂｅｒｓ

ｉｎＤｉｆｆｅｒｅｎｔＤｉｍｅｎｓｉｏｎｓ

对图３结果分析，由式（１１）可知，单纯的尺度

规约不改变模糊度搜索的候选整数向量，因此

ＳＬＬＬ的搜索候选点个数与ＰＬＬＬ算法的搜索结

果是等同的，这与理论相吻合；由于ＰＧＬＬＬ采用

的贪心算法在规约时选择的基向量每次都是局部

最优解，考虑到基向量交换后需要对次对角线元

素进行规约，因此获得的最终基向量长度不同于

ＳＬＬＬ和ＰＬＬＬ（基向量是按照一定的顺序交换获

得的），从而造成不同维数下ＰＧＬＬＬ的搜索候选

向量个数与ＳＬＬＬ和ＰＬＬＬ相比出现不同的结

果。

３．２　实验２

图４是基线长约为１２．６ｋｍ，接收机型号为

南方Ｓ８２Ｃ，采样间隔为１ｓ，５００个历元的ＧＰＳ＋

ＢｅｉＤｏｕ单历元处理结果。图４（ａ）是三种规约方

法解算的５００个历元的基向量交换次数的累积分

布函数图，从图４（ａ）中可以看出，ＰＧＬＬＬ的基向

量交换个数小于 ＳＬＬＬ 和 ＰＬＬＬ，且 ＳＬＬＬ 和

ＰＬＬＬ具有相同的交换个数。图４（ｂ）是三种规

约方法的规约时间的累积分布函数图，从图４（ｂ）

中可以得到三种算法的规约效率的高低依次为

ＰＧＬＬＬ、ＰＬＬＬ和ＳＬＬＬ。图４（ｃ）统计的是所有

历元解算后的模糊度候选向量的累积分布函数，

可以看出，ＳＬＬＬ和ＰＬＬＬ具有相同的搜索候选

点数，而ＰＧＬＬＬ的搜索候选点个数与其余两种

算法的关系呈现不规则性。图４（ｄ）为三种规约

算法最终解算出模糊度向量所需时间的累积分布

函数图，从中可以得到三种算法的优劣顺序为

ＰＧＬＬＬ、ＰＬＬＬ和ＳＬＬＬ，但三种算法的效率优劣

主要取决于累积概率在０．６以下时三者的差异。

综合图４的结果，在静态单历元情况下三种

算法的解算结果基本与模拟结果一致，因而此处

不再对上述结果进行解释。

３．３　实验３

图５是采用的车载实验解算的结果。基线长

变化范围为０～６ｋｍ，接收机型号为南方Ｓ８２Ｃ，

采样间隔为５ｓ，单历元模糊度解算。图５与图４

中各图对应的顺序一致，从结果可以直观看到，图

５（ａ）和图５（ｂ）与实验２中现象是一致的，因此此

处笔者略去其描述，具体可以参照实验２。从

图５（ｃ）可以看出，ＰＧＬＬＬ的搜索候选点个数整

体上少于其余两种方法，具有明显的差异性。图

５（ｄ）则说明了ＰＧＬＬＬ的最终模糊度解算效率明

显优于ＰＬＬＬ算法，同时ＰＬＬＬ的解算结果要优

于ＳＬＬＬ。

对图５中三种算法解算效率的差异进行分

析，由于此时ＰＧＬＬＬ在规约效率和减少搜索候

选点数上都具有明显的优势，因而具有较优的解

算效果。

１２１１
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图４　静态模式下不同历元的模糊度解算结果

Ｆｉｇ．４　ＡｍｂｉｇｕｉｔｙＲｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎＤｉｆｆｅｒｅｎｔＥｐｏｃｈｓ

图５　动态模式下不同历元的模糊度解算结果

Ｆｉｇ．５　ＡｍｂｉｇｕｉｔｙＲｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎＤｉｆｆｅｒｅｎｔＥｐｏｃｈｓ

４　结　语

本文通过采用基向量的贪心选择和部分列向

量元素的规约实现对ＬＬＬ规约算法的改进。理

论和实测数据的验证表明，改进后的方法可以减

少基向量的交换次数和尺度规约个数，降低了

ＬＬＬ规约算法的计算复杂度，进而提高了规约效
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率。采用贪心算法可能使获得的规约基存在一定

差异，但该算法对搜索候选点数影响较小，因此改

进的算法在整体解算耗时上相较于ＬＬＬ算法具

有一定的优势。此改进算法对模糊度的快速解算

具有较好的应用价值。
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