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犌犘犛高程转换的总体最小二乘拟合推估模型
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摘　要：在现有的关于ＧＰＳ高程转换的总体最小二乘方法研究中，通常是将高程异常转换参数的计算与待求
点高程异常的计算分两步进行处理，并且只考虑由已知高程异常点的平面坐标组成的系数矩阵的误差，忽略
了高程异常待求点的坐标误差。针对以上问题，本文提出了ＧＰＳ高程转换的总体最小二乘拟合推估模型，将
计算高程异常转换参数和待求点高程异常联合处理，且考虑到所有点的点位误差，最后采用拟合推估法进行
求解。实验结果表明，本文方法能够有效地提高高程转换的精度。
关键词：总体最小二乘；拟合推估法；ＧＰＳ高程；高程转换；多项式拟合
中图法分类号：Ｐ２２８．４１　　　　文献标志码：Ａ

　　由于ＧＰＳ可以在同一时间获得点位的三维
坐标，测量工作的效率得到了很大的提高，但是
ＧＰＳ获得的是基于ＷＧＳ８４参考椭球的大地高，
在实际工程应用中，我国高程系统普遍采用正常
高，如果大地高能够准确地转换为正常高，现在的
测量工作所需要的平面控制测量和高程控制测量
就能够同时进行。

对于大多数工程应用，由于测区范围不大，高
程异常变化平缓，多项式拟合便可满足精度要
求［１］，可通过建立ＧＰＳ高程异常值与平面坐标之
间的多项式关系求解转换参数。在实际参数估计
问题中，对于大部分线性模型来说，一般由于数据
采样大小、模型化及测量等原因引起了系数矩阵
的误差，故其系数阵并非常数阵而是由其他方法
计算得到的具有一定误差的变量矩阵［２］，通常可
以采用总体最小二乘来进行解算。目前已有相关
学者采用总体最小二乘方法进行ＧＰＳ高程转换
参数的估计：文献［３］考虑不同曲面拟合模型中的
水平和竖直坐标中含有误差的情形，分别基于二
次多项式曲面、三次多项式曲面、移动二次多项式
曲面，利用最小二乘估计、总体最小二乘和加权总
体最小二乘算法进行高程转换；文献［４］引入基于

加权总体最小二乘的二次多项式ＧＰＳ高程转换，
并采用了一种简化的定权方法；文献［５］考虑到二
次多项式ＧＰＳ高程转换模型系数矩阵的特点，采
用混合总体最小二乘的方法进行ＧＰＳ高程转换，
在合理考虑系数矩阵和观测向量误差的情况下，
利用其提出的基于总体最小二乘平差的粗差探测
方法进行粗差剔除后，对ＧＰＳ高程转换参数进行
求解；文献［６］考虑系数矩阵和观测数据的随机误
差，讨论基于总体最小二乘法建立的高斯马尔科
夫模型，同时考虑由于粗差的存在，观测数据精度
不相等的情况，提出稳健总体最小二乘的算法来
计算转换参数。

但是，在现有的关于总体最小二乘方法在
ＧＰＳ高程转换中应用的研究中，通常都是将转换
参数的计算与待求点高程异常计算独立进行，并
且在对高程异常待求点进行高程转换时忽略了待
求点本身的坐标误差。因此，本文在文献［７］的基
础上提出ＧＰＳ高程转换的总体最小二乘拟合推
估模型，该模型考虑到所有点的点位误差，且将计
算转换参数和计算待求点高程异常联合处理，最
后采用拟合推估法进行求解，并通过模拟算例对
该方法的可行性进行了验证。
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１　犌犘犛高程转换联合模型与拟合推
估法

１．１　犌犘犛高程转换联合模型
基于二次多项式曲面的ＧＰＳ高程转换模型

为：
ξ犻＝犪０＋犪１狓犻＋犪２狔犻＋犪３狓２犻＋犪４狓犻狔犻＋犪５狔２犻

（１）
式中，ξ犻为坐标狓犻，狔（ ）犻的高程异常；λ＝
犪０犪１犪２犪３犪４犪［ ］５Ｔ为待估参数。式（１）
的矩阵形式可写为：

ξ犻＝犃犻λ （２）
其中，犃犻＝１狓犻狔犻狓２犻狓犻狔犻狔２［ ］犻。

由于控制点的坐标值及高程异常不可避免地
受观测误差的影响，对观测向量及系数矩阵引入
误差向量可得：

ξ犻－犲ξ犻＝犃犻－犈犃（ ）犻λ （３）
其中，犈犃犻＝［０犈狓犻犈狔犻犈狓２犻 犈狓犻狔犻犈狔２犻］。

联合狀个高程异常已知点求解高程异常转换
参数，则：

ξ－犲ξ＝犃－犈（ ）犃λ （４）
式中，

ξ＝
ξ１

ξ

熿

燀

燄

燅狀
；犲ξ＝

犲ξ１

犲ξ

熿

燀

燄

燅狀
；犃＝

犃１

犃

熿

燀

燄

燅狀
；犈犃＝

犈犃１

犈犃

熿

燀

燄

燅狀
。

　　假设有犿个高程异常待求点，计算它们的高
程异常：

犵＝犅－犲（ ）犅λ （５）

式中，系数矩阵犅＝
犃狀＋１

犃狀＋

熿

燀

燄

燅犿
由高程异常待求点的

坐标组成；犈犅＝
犈犃狀＋１

犈犃狀＋

熿

燀

燄

燅犿
为对应的系数矩阵误差

阵；犵为高程异常待求点的转换值。从而建立
ＧＰＳ高程转换联合模型：

ξ－犲ξ＝犃－犈（ ）犃λ
犵＝犅－犈（ ）犅｛ λ

（６）

　　假设控制点的点位坐标误差相关，且服从零
均值正态分布，则联合模型的各项误差的随机模
型为：
犲ξ
犲犃
犲

熿

燀

燄

燅犅
＝

犲ξ
ｖｅｃ（犈犃）
ｖｅｃ（犈犅

熿

燀

燄

燅）
～犖

熿

燀

燄

燅

０
０
０
，
犙ξξ ０ ０
０犙犃犃犙犃犅
０犙犅犃犙

熿

燀

燄

燅

烄

烆

烌

烎犅犅

（７）

式中，ｖｅｃ（）·为矩阵向量化算子；犙是协因数阵。
１．２　拟合推估法

拟合推估模型的标准形式为［７］：
狔
狔［］
０
＝犆
犆［］
０
β＋

犈狔
犈狔
熿
燀

燄
燅０

（８）

式中，狔和犲狔分别为狀×１观测向量和误差向量；β
是犽×１的参数向量；犆是它的设计矩阵且列满
秩；狔０是狀０×１未知随机信号向量；犲狔０和犆０分别
为它的误差向量和设计矩阵。通常要求狀＞犽，但
并不要求狀０＞犽。模型（８）的求解包含平差和预
报两个部分，平差是指采用观测向量狔估计参数
β，预报则是指根据信号狔０与参数β的函数关系
及其与观测向量狔的随机关系对其做出合理的推
估。若犲狔和犲狔０服从正态分布：

犲狔
犲狔
熿
燀
燄
燅０～

犖［］００，犙狔狔 犙狔狔０
犙狔０狔犙狔０狔
熿
燀

燄
燅

烄
烆

烌
烎０

（９）
　　根据最小二乘准则：

犲狔
犲狔
熿
燀
燄
燅０
Ｔ 犙狔狔 犙狔狔０
犙狔０狔犙狔０狔
熿
燀

燄
燅０

－１犲狔
犲狔
熿
燀
燄
燅０
＝ｍｉｎ

（１０）
　　求解的最优线性无偏参数估计值和预报值分
别为：

β^＝（犆Ｔ犙－１狔狔犆）－１犆Ｔ犙－１狔狔狔 （１１）
狔^０＝犆０^β＋犙狔０狔犙－１

狔狔（狔－犆^β） （１２）

２　犌犘犛高程转换联合模型的求解
　　ＧＰＳ高程转换联合模型是非线性模型，本文
将根据高斯牛顿法［７］和转换参数的数值特点，分
别将式（６）转化为线性模型，并采用拟合推估法进
行求解。
２．１　基于高斯牛顿法的线性模型［７］

采用高斯牛顿法将联合模型线性化后进行
迭代计算，设第犼次迭代后的估值为λ（犼），则参数
λ表示为：

λ＝λ（犼）＋δλ（犼） （１３）
式中，δλ（犼）为第犼＋１次迭代的参数改正数。再将
式（１３）代回式（６）可得：

ξ－犲ξ＝犃λ（犼）－犈犃λ（犼）＋（犃－犈犃）δλ（犼）

犵＝犅λ（犼）－犈犅λ（犼）＋（犅－犈犅）δλ（犼｛ ）

（１４）
　　尽管犈犃δλ（犼）和犈犅δλ（犼）是二阶的小量，但是完
全忽略二阶以上的小量，可能导致迭代发散或收
敛错误。采用犈犃和犈犅的第犼次迭代估值犈犃（犼）
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和犈犅（犼）代替犈犃和犈犅计算系数矩阵可避免该缺
陷。记犃（犼）＝犃－犈犃（犼），犅（犼）＝犅－犈犅（犼），则（１４）可
变为：

ξ－犲ξ＝犃λ（犼）－犈犃λ（犼）＋犃（犼）δλ（犼）

犵＝犅λ（犼）－犈犅λ（犼）＋犅（犼）δλ（犼｛ ）
（１５）

将上式改写成拟合推估模型的标准形式：
ξ－犃λ（犼）

犲犃
犲犅

犵－犅λ（犼

熿

燀

燄

燅）
＝

犃（犼）
０
０
犅（犼

熿

燀

燄

燅）
δλ（犼）＋

犲ξ－（λＴ（犼）犐狀）犲犃
犲犃
犲犅

－（λＴ（犼）犐犿）犲

熿

燀

燄

燅犅

（１６）
式中，犐狀和犐犿分别表示狀维和犿维单位阵；为
Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积算子，推导利用了关系式ｖｅｃ
（ ）犃犅犆＝犆Ｔ（ ）犃ｖｅｃ（）犅。对应推估模型的标
准形式（８），可得各个变量为：

狔＝ξ－犃λ（犼）

犆＝犃（犼），犲狔＝犲ξ－（λＴ（犼）犐狀）犲犃

狔０＝
犲犃
犲犅

犵－犅λ（犼

熿

燀

燄

燅）
，犆０＝

０
０
犅（犼

熿

燀

燄

燅）

犲狔０＝
犲犃
犲犅

－（λＴ（犼）犐犿）犲

熿

燀

燄

燅犅

（１７）

　　顾及式（１７）犲狔和犲狔０及式（７），根据协方差传
播律推出犙狔狔，犙狔０狔分别为：
犙狔狔＝犙ξξ＋λ（犼）Ｔ犐（ ）狀犙犃犃λ（犼）犐（ ）狀

（１８）

犙狔０狔＝
－犙犃犃λ（犼）犐（ ）狀
－犙犅犃λ（犼）犐（ ）狀

λＴ（犼）犐（ ）犿犙犅犃λ（犼）犐（ ）

熿

燀

燄

燅狀

（１９）

　　根据上述中的无偏参数和预报值的公式可以
推出：
δ^λ（犼）＝（犃Ｔ（犼）犙－１狔狔犃（犼））－１犃Ｔ（犼）犙－１狔狔（ξ－犃λ（犼））

（２０）
犲^犃＝－犙犃犃（λ（犼）犐狀）犙－１狔狔（ξ－犃λ（犼）－犃（犼）^δλ（犼））

（２１）
犲^犅＝－犙犅犃（λ（犼）犐狀）犙－１狔狔（ξ－犃λ（犼）－犃（犼）^δλ（犼））

（２２）
犵^＝犅λ（犼）＋犅（犼）^δλ（犼）－（λ（犼）犐狀）^犲犅 （２３）
其中，式（２０）、（２１）式用于估计高程异常转换参
数，式（２２）、（２３）用于计算待求点的高程异常值。
由于预报和估计是相对独立的过程，因此只需要
按照式（２０）、（２１）计算转换参数，迭代终止后，再
按式（２２）、（２３）计算最后的推估值。

２．２　系数误差协方差阵的计算
求解两种模型需要已知犙犃犃、犙犅犃，定义变量

犈狕＝
犈狕１
犈狕
熿
燀

燄
燅２
，其中犈狕１＝

犈犃１

犈犃

熿

燀

燄

燅狀
和犈狕２＝

犈犃狀＋１

犈犃狀＋

熿

燀

燄

燅犿
分

别为狀个已知高程异常点和犿个未知高程异常
点的平面坐标误差。其对应的协方差阵为犙＝
犙１１犙１２
犙２１犙［ ］

２２
。

由系数矩阵的表达式，结合误差传播定律可
以得到：

犲犃犻＝ｖｅｃ犈犃（）犻＝
０犲狓犻犲狔犻 ２狓犻犲狓犻犲狓犻狔犻＋犲狔犻狓犻２狔犻犲狔［ ］犻Ｔ

（２４）

并可推出犲犃犻＝

００
１０
０１
２狓犻 ０
狔犻 狓犻
０２狔

熿

燀

燄

燅犻

×犲狆犻，犲狆犻＝
犲狓犻
犲狔
熿
燀
燄
燅犻
。

则狀个点系数矩阵误差可以写成：

０…００…０
  
０…００…０
１…００…０
 
０…１０…０
０…０１…０
 
０…００…１
２狓１…００…０
 
０…２狓狀０…０
狔１…０狓１…０

０…狔狀 ０…狓狀
０…０２狔１…０
 
０…００…２狔

熿

燀

燄

燅狀

犲狓１

犲狓狀
犲狔１

犲狔

熿

燀

燄

燅狀

＝

０

０
犲狓１

犲狓狀
犲狔１

犲狔狀
２狓１犲狓１


２狓狀犲狓狀
犲狓１狔１＋犲狔犻狓１


犲狓狀狔狀＋犲狔狀狓狀
２狔１犲狔１


２狔狀犲狔

熿

燀

燄

燅狀

（２５）
　　分别令：
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犑＝

０狀×狀０狀×狀
犐狀 ０狀×狀
０狀×狀 犐狀
２犡狀０狀×狀
犢狀 犡狀
０狀×狀２犢

熿

燀

燄

燅狀

，犓＝

０犿×犿０犿×犿
犐犿 ０犿×犿
０犿×犿 犐犿
２犡犿０犿×犿
犢犿 犡犿

０犿×犿 ２犢

熿

燀

燄

燅犿

。

其中，

犡狀＝
狓１ …０

０…狓

熿

燀

燄

燅狀
，犢狀＝

狔１ …０

０…狔

熿

燀

燄

燅狀
，

犡狀＝
狓狀＋１ … ０
  
０…狓狀＋

熿

燀

燄

燅犿
，犢狀＝

狔狀＋１ … ０
  
０…狔狀＋

熿

燀

燄

燅犿
可得到犈犃＝犑×犈狕１，犈犅＝犓×犈狕２。
根据误差传播定律，可以得到：

犙犃犃犙犃犅
犙犅犃犙［ ］

犅犅
＝犑犙１１犑Ｔ 犑犙１２犓Ｔ
犓犙２１犑Ｔ犓犙２２犓［ ］Ｔ （２６）

式中，犙１１犙１２
犙２１犙［ ］

２２
为已知高程异常点和待求高程

异常点的平面坐标之间的的协方差阵，在实际生
产中，一般可以通过对所有点进行测边网平差或
者ＧＰＳ基线向量解算来获得，在本文的算例中，
通过对模拟的测边网进行平差计算得到。

３　算例和分析
选取１４个点，将其中的犃、犅两点作为起始

坐标点，模拟距离观测值，建立一个测边网，计算
其他１２个点的坐标平差值及其协方差阵，选取
２、６、８、９号点作为检验点，各点的坐标真值如表１
所示。图１为这１４个点的空间分布，可以看出所
有数据点的空间分布较为均匀。令

图１　测边网点的空间分布
Ｆｉｇ．１　ＳｐａｔｉａｌＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆＴｒｉｌａｔｅｒａｔｉｏｎ

Ｎｅｔ’ｓＰｏｉｎｔ

表１　各点坐标、高程异常／ｍ
Ｔａｂ．１　ＣｏｏｒｄｉｎａｔｅｓａｎｄＨｅｉｇｈｔＡｎｏｍａｌｙｏｆＰｏｉｎｔｓ／ｍ
点号 犡 犢 ξ
犃 １００ １００ 
犅 １２０ １２０ 
１ １２０ １４０ －８７．８
３ １６０ １２０ １４９．８
４ １７０ ２００ －１８７．５
５ １５０ １９０ －２２５
７ １３０ ２２０ －５２４．１
１０ １１０ １８０ －３３６．３
１１ １７０ １６０ ３５．３
１２ ２００ １７０ １４４
２ １４０ １６０ －１０２．４
６ １９０ １４０ ２２０．９
８ １８０ １００ ２９４
９ ２００ ２２０ －１５１

（犫０，犫１，犫２，犫３，犫４，犫５）＝
（－１１，０．０５，０．１，０．０１，０．００９，－０．０２）

为二次多项式曲面高程异常转换参数的真值［６］，
并根据坐标真值及参数真值计算高程异常的真
值。
　　反算两点间的边长作为距离的真值犛０，并对
犛０添加服从正态分布犖（０，σ２）的随机误差作为
距离的观测值，其中，σ＝犪＋犫×犛，本文中计算取
常数犪＝５ｍｍ，犫＝０．０５ｍｍ／ｋｍ。联合所有距离
误差方程，权取距离方差的倒数，计算得到这１２
个点的坐标平差值及其协方差阵。再给高程异常
的真值添加服从正态分布犖０，σξ（ ）２随机误差，作
为高程异常的观测值，其中σξ２为测边网平差过
程中计算得到的单位权方差，得到的平差坐标值
及含有误差的高程异常值如表２所示。

表２　各点平差坐标、加入误差的高程异常／ｍ
Ｔａｂ．２　ＡｄｊｕｓｔｅｄＣｏｏｒｄｉｎａｔｅｓａｎｄＡｄｄｔｈｅＡｂｎｏｒｍａｌ

ＨｅｉｇｈｔｏｆＥｒｒｏｒ／ｍ
点号 犡 犢 ξ
犃 １００ １００ 
犅 １２０ １２０ 
１ １１９．９９７９ １４０．０００６ －８７．７９８０
３ １５９．９８９１ １２０．００１７ １４９．７９５９
４ １７０．０１１９ １９９．９８０９ －１８７．４９５４
５ １５０．０１３１ １８９．９８７９ －２２４．９９７６
７ １３０．０１６７ ２１９．９９５４ －５２４．１００７
１０ １１０．００８０ １８０．０００５ －３３６．２９９９
１１ １７０．００６２ １５９．９８７１ ３５．３００２
１２ ２００．０１３５ １６９．９７３９ １４４．００３０
２ １４０．００３４ １５９．９９６６ －１０２．３９６２
６ １９０．００３３ １３９．９８３０ ２２０．８９９８
８ １７９．９６２３ １００．００３３ ２９３．９９９２
９ ２００．００５６ ２１９．９８３８ －１５１．００１１

　　本文中采用的方案如表３所示，其中方案５
所采用的定权方法，是根据协因数传播定律求得

２６２１



　第４１卷第９期 王乐洋等：ＧＰＳ高程转换的总体最小二乘拟合推估模型

协因数之间的相互关系，并考虑到协因数会随点
的不同而变化，为了方便起见，对定权的方法做了
一定的简化［４］；方案４则引用了文献［８］中采用的
加权总体最小二乘迭代计算的方法，该方法直接
采用系数矩阵的协方差阵进行计算。

表３　各方案所用方法列表
Ｔａｂ．３　ＬｉｓｔｏｆＭｅｔｈｏｄｓＵｓｅｄｉｎＤｉｆｆｅｒｅｎｔＳｃｈｅｍｅｓ

方案 方法
方案１ 本文提出方法
方案２ 最小二乘法
方案３ 总体最小二乘法
方案４ 加权总体最小二乘法［８］

方案５ 加权总体最小二乘法［４］

　　各个方案的计算结果如表４所示，从计算结
果的比较中可以看出，采用传统最小二乘方法和
总体最小二乘方法的计算结果差别并不大；两种

加权总体最小二乘法解算精度较好，方案５采用
的是简化的定权方法，而方案４根据协因数阵进
行计算，方案４的计算方法相对方案５而言更加
合理，且方案４的转换效果也优于方案５。但是，
不论采用何种加权总体最小二乘方法，仍然存在
着目前关于总体最小二乘方法在ＧＰＳ高程转换
的研究中普遍存在的不足，即将转换参数的计算
与待求点高程异常计算分两步进行处理，并且只
考虑由高程异常已知点的平面坐标组成的系数矩
阵的误差，忽略了高程异常待求点的坐标误差。
方案１将计算转换参数和计算检验点高程异常联
合处理，且考虑到所有点的点位误差，从理论上来
说该方案要更为严谨与合理，从计算的结果可以
看出，该方案相对其他４种方案，转换精度有所
提高。

表４　检验点转换的结果及与真值的残差范数／ｍ
Ｔａｂ．５　Ｃｈｅｃｋｐｏｉｎｔ’ｓＲｅｓｕｌｔｏｆｔｈｅＴｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎａｎｄＮｏｒｍｏｆＲｅｓｉｄｕａｌＢｅｔｗｅｅｎｔｈｅ

ＥｓｔｉｍａｔｅｄＶａｌｕｅａｎｄＴｒｕｅＶａｌｕｅ／ｍ
方案 点号

ξ^２ ξ^６ ξ^８ ξ^９ ‖Δ^ξ‖
真值 －１０２．４ ２２０．９ ２９４ －１５１ 
方案１ －１０２．３９４２ ２２０．９０１８ ２９３．８９６６ －１５１．１４９４ ０．１８１７
方案２ －１０２．４１３５ ２２０．９１４５ ２９３．９２９７ －１５１．１８６５ ０．２００３
方案３ －１０２．４１３５ ２２０．９１４５ ２９３．９２９７ －１５１．１８６５ ０．２００３
方案４ －１０２．４０５１ ２２０．８９３１ ２９３．９００７ －１５１．１５４６ ０．１８３９
方案５ －１０２．４１３５ ２２０．９１４５ ２９３．９２９７ －１５１．１８６５ ０．１９９３

４　结　语
本文考虑到由高程异常待求点组成的系数矩

阵中的误差，并且将计算高程异常转换参数与计
算待求点的高程异常联合处理，提出了ＧＰＳ高程
转换拟合推估模型，结合模拟数据进行转换参数
的计算以及解算结果精度的评定。模拟算例的计
算结果表明，本文方法能够得到更高精度的高程
转换结果。
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