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摘　要：针对随机模型中观测向量和系数矩阵存在定权不准确的问题，提出了一种加权总体最小二乘随机模

型验后估计方法。将赫尔默特方差分量估计方法应用于ＥＩＶ（ｅｒｒｏｒｓｉｎｖａｒｉａｂｌｅｓ）模型中，结合本文推导的加

权总体最小二乘方法，对平差问题的函数模型和随机模型同时进行求解。通过采用真实和模拟数据的三个算

例对该方法的有效性进行了验证，结果表明随机模型的验后估计方法在解决加权总体最小二乘问题时更合

理、有效。
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　　近年来，加权总体最小二乘平差是测绘数据

处理领域研究的热点问题。目前，处理加权总体

最小二乘问题的算法 有 ＳｃｈａｆｆｒｉｎＷｉｅｓｅｒ 算

法［１］、Ｍａｈｂｏｕｂ算法
［２］和ＡｍｉｒｉＳｉｍｋｏｏｅｉ算法

［３］

等。通过对加权总体最小二乘已有算法的进一步

分析发现，在平差前随机模型要已知验前方差才

能精确地给观测数据定权。在过去很长时间，平

差都在单一的同类观测量中进行，例如测角网平

差、水准网平差；定权都是采用测量平差中常用方

法定权，例如水准高差按路线长度倒数定权等。

随着平差对象从单一同类观测扩展为不同类的多

种观测量，一般它们的验前方差都不能精确已知，

而且实践证明，原先采用的估计验前方差确定各

类观测量权的方法，在许多情况下不够准确。为

了提高方差估计的精度，２０世纪７０年代开始出

现了用验后信息估计各类观测量方差，然后定权

的方法。方差分量估计（ＶＣＥ）主要有赫尔默特

估计 （Ｈｅｌｍｅｒｔ）
［４］、最 小 范 数 二 次 无 偏 估 计

（ＭＩＮＱＵＥ）、最优不变二次无偏估计（ＢＩＱＵＥ）及

ＶＣＥ的扩展研究
［５６］，这些都是在最小二乘准则

的基础上进行的，没有顾及系数矩阵的误差。对

于以上存在的问题，文献［７８］将总体最小二乘问

题和 ＶＣＥ进行了综合研究，分别采用ＬＳＶＣＥ

和 ＭＩＮＱＵＥＶＣＥ对总体最小二乘问题中观测

向量和系数矩阵元素的方差分量进行求解，从而

得到更准确的参数估计值。针对ＥＩＶ模型中存

在随机模型不明确，参数估计不准确的问题，本文

提出了一种加权总体最小二乘平差随机模型的验

后估计方法，既考虑到观测向量狔和系数矩阵犃

中元素可能具有不同精度的情况，又顾及到在给

观测向量狔和系数矩阵犃 中元素定权时所选取

的初始单位权方差可能不同导致定权不准确的问

题。在算例部分，第１个算例采用文献［９］中的实

验数据，将本文算法与文献［３］、［７］中的算法进行

了比较，验证本文算法的可行性；第２个直线拟合

和第３个线性参数估计算例，主要对本文的验后

估计算法和本文提出的加权总体最小二乘快速算

法，以及最小二乘算法进行了比较，实验表明本文

提出的算法在解决随机模型不准确的总体最小二

乘问题时更合理、有效。

１　加权总体最小二乘平差随机模型

的验后估计

１．１　加权总体最小二乘快速算法

当同时考虑系数矩阵和观测向量误差时，有
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ＥＩＶ模型为：

狔＋犲狔＝（犃＋犈犃）犡 （１）

式中，狔∈犚
狀×１为观测向量；犲狔 为观测向量的随机

误差；犃∈犚
狀×犿为列满秩的系数矩阵；犈犃 为系数

矩阵的随机误差；犡∈犚
犿×１为待估参数向量；其随

机模型分别为：

犲狔～（０，σ
２
０１犘

－１
狔 ），犲犃～（０，σ

２
０２犘

－１
犃 ） （２）

式中，犲犃＝ｖｅｃ（犈犃），即犲犃 是将犈犃 按列向量化后

得到的狀犿×１列向量；犘狔 和犘犃 分别为犲狔 和犈犃

的列向量化，即ｖｅｃ（犈犃）的权阵；σ
２
０１为观测向量的

单位权方差；σ
２
０２为系数矩阵元素的单位权方差。

假设犲狔、犈犃 的估值分别为犲^狔、^犈犃，则加权总

体最小二乘平差准则为：

犲^Ｔ狔犘狔^犲狔＋（ｖｅｃ（^犈犃））
Ｔ犘犃（ｖｅｃ（^犈犃））＝ｍｉｎ （３）

一般的加权总体最小二乘中观测值和系数阵

中的元素是相互独立的，且系数矩阵中的元素通

常是由其他观测值经过计算得到的，也就是观测

值和系数阵中元素的随机模型是不相同的；在总

体最小二乘平差之前给定的观测值的权阵犘狔 和

系数矩阵元素的权阵犘犃 是不恰当的，或者说它

们所对应的单位权方差σ
２
０１和σ

２
０２不相等，因此对

这个问题必须利用平差后的结果进行处理，这就

是加权总体最小二乘平差随机模型的验后估计。

设参数犡的估值为犡^＝犡０＋^狓，其中犡０ 表示

参数犡^的近似值，^狓为未知参数近似值的改正数，

观测值的估值狔^＝狔＋^犲狔，总体最小二乘平差除了

考虑观测值狔的误差犲^狔 外，同时还考虑系数矩阵

犃的误差犈^犃，^犃＝犃＋^犈犃。根据式（１）有：

狔＋^犲狔＝（犃＋^犈犃）（犡
０＋^狓） （４）

将式（４）展开，并舍去二次项犈^犃^狓，得：

犲^狔－^犈犃犡
０＝犃^狓－（狔－犃犡

０） （５）

令犞＝^犲狔－犈^犃犡
０，犠＝狔－犃犡

０，则式（５）变

为：

犞＝犃^狓－犠 （６）

所以，加权总体最小二乘准则式（３）变为：

犞Ｔ犘犞犞犞＝ｍｉｎ （７）

结合式（６）、式（７）得加权总体最小二乘的估

值：

狓^＝（犃Ｔ犙
－１
犞犞犃）

－１犃Ｔ犙
－１
犞犞犠 （８）

式中，犙
－１
犞犞 ＝犘犞犞。

下面给出 犙犞犞 的求解方法。由犞＝犲^狔 －

犈^犃犡
０，得［１０，１１］：

犞＝犓·ｖｅｃ（^犌） （９）

式中，犓＝［犐狀 －犡０
Ｔ
犐狀］，犓∈犚

狀×（狀犿＋狀），其中犐狀

表示狀阶单位阵，是Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积算子；

犌^＝

犲^狔１ 犈^犃
１１
… 犈^犃

１犿

犲^狔２ 犈^犃
２１
… 犈^犃

２犿

  

犲^狔狀 犈^犃狀１
… 犈^犃

熿

燀

燄

燅狀犿

，

犌^∈犚
狀×（犿＋１）；ｖｅｃ（^犌）∈犚

（狀犿＋狀）×１。其中犲^狔犻表

示列向量^犲狔 的第犻个元素，^犈犃犻犼表示矩阵犈^犃 的第

（犻，犼）个元素。

　　若已知列向量ｖｅｃ（^犌）中的所有元素犲^狔１、

犈^犃
１１
、^犈犃

１２
…^犈犃狀犿之间的互协因数及协因数组成的

矩阵犙ｖｅｃ（^犌）∈犚
（狀犿＋狀）×（狀犿＋狀），则由式（９）根据协因

数传播律得：

犙犞犞 ＝犓犙ｖｅｃ（^犌）犓
Ｔ （１０）

　　单位权方差的估计为：

σ^
２
０＝
犞Ｔ
犙
－１
犞犞犞

狀－犿
（１１）

参数估值狓^的协因数阵为：

犙^狓^狓＝（犃
Ｔ
犙
－１
犞犞犃）

－１犃Ｔ犙
－１
犞犞犙狔犙

－１
犞犞犃

（犃Ｔ犙
－１
犞犞犃）

－１ （１２）

式中，犙狔 表示观测向量狔的协因数阵。

将式（６）和式（８）代入式（９）得：

犞＝（犃（犃Ｔ犙
－１
犞犞犃）

－１犃Ｔ犙
－１
犞犞 －犐狀）犠

＝犓·ｖｅｃ（^犌） （１３）

由最小二乘条件平差得：

ｖｅｃ（^犌）＝犙ｖｅｃ（^犌）犓
Ｔ （犓犙ｖｅｃ（^犌）犓

Ｔ）－１（犃

（犃Ｔ犙
－１
犞犞犃）

－１犃Ｔ犙
－１
犞犞 －犐狀）犠 （１４）

由此可以得到观测值及系数阵随机误差的估

值犲^狔 和犈^犃，对应的单位权方差估值分别为：

σ^
２
０１＝
犲^Ｔ狔犘狔^犲狔
狉狔

（１５）

σ^
２
０２＝

（ｖｅｃ（^犈犃））
Ｔ犘犃（ｖｅｃ（^犈犃））

狉犃
（１６）

式中，狉狔 为观测向量狔对应的自由度；狉犃 为系数

矩阵犃 对应的自由度。

加权总体最小二乘快速算法（简称ｆａｓｔ

ＷＴＬＳ）迭代过程如下。

１）给定已知或者观测数据犃、狔、犘犃、犘狔；

２）设置估计值的初值为：

犡０ ＝ （犃
Ｔ犘狔犃）

－１犃Ｔ犘狔狔

　　３）利用式（８）、（１０）计算犙犞犞、^狓，从而得到

犡^＝犡０＋^狓；

４）如果狓^与上轮迭代的差值范数小于设定

的阈值，则终止迭代得到最终解；否则更新参数近

似值犡０＝^犡，转到步骤３），重复迭代计算。

１．２　随机模型的验后估计

将式（４）进行调整，结合公式

犃－犃^犻 ＝Δ犃犻－犈^犃 和犡
０
＋狓^＝犡^犻＋Δ犡犻

６５２
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得：

狔－^犃犻^犡犻＝^犃犻Δ犡犻＋Δ犃犻^犡犻－^犲狔＋Δ犃犻Δ犡犻 （１７）

犃－^犃犻＝Δ犃犻－^犈犃 （１８）

式中，^犃犻、^犡犻表示ｆａｓｔＷＴＬＳ算法迭代过程中第犻

次迭代计算得到的系数矩阵和未知参数的值；

Δ犃犻、Δ犡犻为迭代过程中相应的改正数。舍去二

次项Δ犃犻Δ犡犻，式（１７）、式（１８）可以改写为
［８］：

狔－^犃犻^犡犻

ｖｅｃ（犃－^犃犻
［ ］）＝

犃^犻 犡^
Ｔ
犻犐狀

０ 犐
［ ］

狀犿

Δ犡犻

ｖｅｃ（Δ犃犻
［ ］）

－
犲^狔

ｖｅｃ（^犈犃
［ ］） （１９）

令珚犔１＝［狔－^犃犻^犡犻］，珚犔２＝［ｖｅｃ（犃－^犃犻）］，

珚犅１＝［^犃犻 犡^犻
Ｔ
犐狀］，珚犅２＝［０ 犐狀犿］，

珚犔＝
珚犔１

珚犔
［ ］
２

，珚犅＝
珚犅１

珚犅
［ ］

２

，^β＝
Δ犡犻

ｖｅｃ（Δ犃犻
［ ］）。

　　式（１９）可以表示为：

犲^狔＝珚犅１^β－珚犔１

ｖｅｃ（^犈犃）＝珚犅２^β－珚犔
烍
烌

烎２
（２０）

且有下列关系式：

珡犖＝珚犅Ｔ珚犘珚犅＝珚犅Ｔ１犘狔珚犅１＋珚犅
Ｔ
２犘犃珚犅２＝珡犖１＋珡犖２

珡犠＝珚犅Ｔ珚犘珚犔＝珚犅Ｔ１犘狔珚犔１＋珚犅
Ｔ
２犘犃珚犔２＝珡犠１＋珡犠２

式中，权阵珚犘＝
犘狔 ０

０ 犘
［ ］

犃

。

此时便可以借鉴 Ｗｅｌｓｃｈ推证的赫尔默特方

差估计严密公式［４］得到ＥＩＶ模型的方差分量估

计公式（ＨｅｌｍｅｒｔＶＣＥ）。

在ＥＩＶ模型中，赫尔默特方差分量估计公式

可以表示为：

珔犛珔θ
＾
＝珡犠θ （２１）

式中，

珔犛＝
ｔｒ（犘狔犘

－１
狔 ）－２ｔｒ（珡犖

－１珡犖１）＋ｔｒ（珡犖
－１珡犖１）

２ ｔｒ（珡犖－１珡犖１珡犖
－１珡犖２）

ｔｒ（珡犖－１珡犖１珡犖
－１珡犖２） ｔｒ（犘犃犘

－１
犃 ）－２ｔｒ（珡犖

－１珡犖２）＋ｔｒ（珡犖
－１珡犖２）

［ ］２
珡犠θ＝ 犲^Ｔ狔犘狔^犲狔 ｖｅｃ（^犈犃）

Ｔ犘犃ｖｅｃ（^犈犃［ ］）Ｔ

　　珔θ
＾
＝［^σ

２
０１ σ^

２
０２］

Ｔ，ｔｒ（·）表示迹算子。

通过对式（２１）求解，可以得到观测向量和系

数矩阵的方差分量：

θ^＝珔犛
－１珡犠θ （２２）

本文提出的方差分量求解方法是将函数模型

式（１９）表示成间接平差的形式，通过间接平差模

型下的ＨｅｌｍｅｒｔＶＣＥ公式推导得到ＥＩＶ模型中

方差分量估计公式，因此ＥＩＶ模型的精度评定和

多余观测数的求解工作完全可以在此基础上按间

接平差的原理继续进行。ＥＩＶ模型的多余观测

数估计公式为：

ｔｒ（珚犘－１珚犘－珚犅珡犖－１珚犅Ｔ珚犘）

＝ｔｒ（珚犘－
１珚犘）－ｔｒ（珚犅珡犖－１珚犅Ｔ珚犘）

＝ （狀＋狋）－（犿＋狋）＝狀－犿＝狉

（２３）

　　ＥＩＶ模型的观测数据分为两个部分，分别为

狀个观测向量元素和狋个系数矩阵中观测元素

（随机变量），共狀＋狋个。求解的参数也分为两个

部分，分别是犿个模型参数和狋个系数矩阵的待

估计量（随机变量），共犿＋狋个。因此，ＥＩＶ模型

和高斯马 尔科夫模型 相 比，自 由 度 没 有 变

化［８，１２］。

同样可以得到观测向量和系数矩阵的多余观

测分量：

狉狔 ＝ｔｒ（犘
－１
狔犘狔）－ｔｒ（珡犖

－１珡犖１） （２４）

狉犃 ＝ｔｒ（犘
－１
犃犘犃）－ｔｒ（珡犖

－１珡犖２） （２５）

加权总体最小二乘平差随机模型验后估计的迭代

计算步骤为：

１）给定观测值和系数矩阵权阵的初值犘狔１和

犘犃
１
，求得犙狔１和犙犃１，然后组成犙ｖｅｃ（^犌）１；

２）进行第一次加权总体最小二乘平差，由式

（１４）求得ｖｅｃ（^犌）１，从而得到观测值及系数阵第

一次平差后的犲^狔１和ｖｅｃ（^犈犃）１；

３）根据式（１５）、式（１６）、式（２４）、式（２５）分别

得到观测值及系数阵第一次平差后的单位权方差

估值（^σ
２
０１）１ 和（^σ

２
０２）１；

４）依式（２６）重新定权：

犘^狔犻＝
犮

（^σ
２
０１）犻－１

犘狔犻－１，^犘犃犻＝
犮

（^σ
２
０２）犻－１

犘犃犻－１ （２６）

式中，犮为任一常数，一般是选（^σ
２
０１）犻或（^σ

２
０２）犻中的

某个值，犻≥１为迭代次数。求得（犙狔）犻 和（犙犃）犻，

然后组成犙ｖｅｃ（犌）犻；

５）进行步骤２）～４），即平差—单位权方差估

计—定权后再平差，直到σ^
２
０１＝^σ

２
０２为止。

２　算例及分析

２．１　已有文献的直线拟合算例

为了检验本文提出的加权总体最小二乘平差

随机模型验后估计方法的效果，采用文献［９］中的

直线拟合数据，利用本文提出的算法进行参数求

解，并与文献［３］中的加权总体最小二乘算法

（ＷＴＬＳ），文献［７］中提出的最小二乘方差分量估

计（ＬＳＶＣＥ）结合加权总体最小二乘算法，以及

文献 ［３］中的 ＷＴＬＳ 算法结合本文提出的

ＨｅｌｍｅｒｔＶＣＥ方法所求得的参数结果进行比较，

７５２
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以分析这四种算法的差异。结果见表１，上述方法

所求得的单位权方差估值计算结果见表２。图１表

示迭代计算过程中两个方差分量的收敛图。

假设直线方程为：

狔＝β１＋β２狓

　　直线拟合的模型为式（２７），系数矩阵所对应

的协因数阵犙犃 为式（２８）：

狔＋^犲狔 ＝ （犃＋犈^犃）^犡 （２７）

犙犃 ＝ｄｉａｇ［０，０，…０
烐烏 烑

，

１０

犠－１
狓
１
，犠－１

狓
２
，…，犠－１

狓
１０
］

（２８）

　　１）在加权总体最小二乘算法
［３］中，把观测向

量和系数阵所对应的单位权方差当作相同，得到

的参数结果与文献［９］中提供的“参数真值”基本

一致。在采用方差分量估计结合 ＷＴＬＳ中，考虑

了观测向量和系数阵的验前单位权方差一般不能

准确已知或二者是不同的，例如在直线拟合模型

中，就考虑了狓和狔具有不同的单位权方差分量

σ^
２
０１和σ^

２
０２；因此，参数的估计结果就得到了进一步

改正。

２）从表１可以看出，采用方差分量估计结合

加权总体最小二乘方法（包括本文方法）求解的参

数结果与文献［９］提供的“参数真值”有差别，这是

合理的，因为文献［９］中的数据和权值是由不同人

给出的，无法确定权值的准确性，采用 ＷＴＬＳ算

法进行参数求解，显然不合理。文献［７］中也对文

献［９］提供的“参数真值”的准确性提出了质疑，认

为在确定观测向量和系数阵权阵时采用了不同的

单位权方差，因此权阵并不合理。

表１　模型参数的计算结果

Ｔａｂ．１　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＭｏｄｅｌＰａｒａｍｅｔｅｒｓ

参数 真值［９］ ＷＴＬＳ［３］
ＷＴＬＳ结合

ＬＳＶＣＥ［７］

ＷＴＬＳ结合

ＨｅｌｍｅｒｔＶＣＥ

ｆａｓｔＷＴＬＳ结合

ＨｅｌｍｅｒｔＶＣＥ

＾
β１ ５．４７９９１０２２４ ５．４７９９１０２２４ ５．５２７５５７９０６ ５．５２７５５３８００ ５．４２７５２５１６０

＾
β２ －０．４８０５３３４０７ －０．４８０５３３４０７ －０．４８９９０７０７３ －０．４８９９０６２２４ －０．４７０１８５９２１

图１　算例２．１中线性回归模型迭代过程中

两个方差分量估计值

Ｆｉｇ．１　ＥｓｔｉｍａｔｅｓｏｆＴｗｏＶａｒｉａｎｃｅＦａｃｔｏｒｓ^σ
２
０１ａｎｄσ^

２
０２

ｏｆＬｉｎｅａｒＲｅｇｒｅｓｓｉｏｎＭｏｄｅｌｏｖｅｒＤｉｆｆｅｒｅｎｔＩｔｅｒａｔｉｏｎＳｔｅｐｓ

表２　单位权方差估计值计算结果

Ｔａｂ．２　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＶａｒｉａｎｃｅｏｆＵｎｉｔＷｅｉｇｈｔ

单位权

方差
ＷＴＬＳ［３］

ＷＴＬＳ结合

ＬＳＶＣＥ［７］

ＷＴＬＳ结合

ＨｅｌｍｅｒｔＶＣＥ

ｆａｓｔＷＴＬＳ结合

ＨｅｌｍｅｒｔＶＣＥ

σ^２０１ １．４８３２ １．００００ １．８２１３ １．７３２９

σ^２０２ １．４８３２ １．００００ １．８２１２ １．７３２９

　　３）本文提出的加权总体最小二乘平差随机

模型验后估计方法实质是ｆａｓｔＷＴＬＳ和赫尔默

特方差分量估计的结合。其中ｆａｓｔＷＴＬＳ算法

是一种近似的 ＷＴＬＳ算法
［１３］，从算法结构可以

看出，该方法的求解更接近最小二乘算法，在进行

数据处理时更快速、便捷。从表１中可以看出，本

文算法和 ＷＴＬＳ结合ＬＳＶＣＥ算法求解得到的

参数结果有差异，而 ＷＴＬＳ结合 ＨｅｌｍｅｒｔＶＣＥ

算法与 ＷＴＬＳ结合ＬＳＶＣＥ算法求解得到的参

数结果基本相同，从而可以判断本文算法与

ＷＴＬＳ结合ＬＳＶＣＥ算法的差异存在于求解参

数的加权总体最小二乘算法中，而方差分量估计

部分ＨｅｌｍｅｒｔＶＣＥ与ＬＳＶＣＥ等价。

４）在ＥＩＶ模型中，ＬＳＶＣＥ首先设定方差分

量初值，一般设为１，经过迭代得到不同的方差分

量估值，而迭代过程中相应的协因数阵不变；而

ＨｅｌｍｅｒｔＶＣＥ估计是通过方差分量修改权阵，达

到最终方差分量一致，其中权阵变了。两种方法

最终都能达到统一单位权方差的目的。从表２中

单位权方差估值的计算结果也可以看出这一点。

５）对于非线性模型，ｆａｓｔＷＴＬＳ算法在推导

过程中出现了非线性化的情况，通过对二次项的

舍弃达到了模型的线性化，因此对于非线性问题

也可以较好的处理。

２．２　模拟直线拟合算例

利用 Ｍａｔｌａｂ软件编程进行数值模拟实验，模

拟普通直线狔＝β１＋β２狓，其不含误差的狓、狔值见

表３。待估的未知参数分别为直线的斜率β２ 和截

距β１，真值为β２＝５、β１＝８。在观测值狓和狔上分

别加入均值为０，方差为σ
２
狓＝σ

２
０１·犘

－１
狓 和σ

２
狔＝σ

２
０２·

犘－１狔 的随机误差，其中σ
２
０１＝１，σ

２
０２＝０．２５；采用本

文提出的加权总体最小二乘平差随机模型的验后

８５２
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估计进行求解，并与最小二乘（ＬＳ）、ｆａｓｔＷＴＬＳ

所求解的参数结果进行比较。参数估值结果见表

４。图２表示普通直线拟合算例中两个方差分量

的收敛图。

表３　狓
ｔｒｕｅ、狔

ｔｒｕｅ和加上噪声之后的观测值

狓、狔及其相应的权值

Ｔａｂ．３　狓
ｔｒｕｅ，狔

ｔｒｕｅ，狓，狔ｗｉｔｈＮｏｉｓｅａｎｄ

ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇＷｅｉｇｈｔｓ

点号 狓ｔｒｕｅ 狔ｔｒｕｅ 狓 狔 犘狓 犘狔

１ ０．０ ８．０ －０．０７４４２４　 ７．７０４９８３５００．０　 １．０

２ ０．９ １２．５ ０．８７２１９４ １２．６５７５３７１００．０ １．８

３ １．８ １７．０ １．６００３７３ １７．１１７９０９ ７０．０ ４．０

４ ２．６ ２１．０ ２．４５５０３７ ２１．０１１７０１ ７０．０ ８．０

５ ３．３ ２４．５ ３．４４５８７１ ２４．５３６５６６ ２０．０ ２０．０

６ ４．４ ３０．０ ４．６４２０８４ ３０．１１２４８３ ２０．０ ２０．０

７ ５．２ ３４．０ ４．９６９８６９ ３４．０１５３６２ ８．０ ７０．０

８ ６．１ ３８．５ ５．６２７８１１ ３８．４２１００８ ４．０ ７０．０

９ ６．５ ４０．５ ７．１８９３２５ ４０．５００００２ １．８ １００．０

１０ ７．４ ４５．０ ７．３４５０８１ ４５．０２０３７３ １．０ ５００．０

表４　模型参数计算结果

Ｔａｂ．４　ＴｈｅＣａｌｃｕｌａｔｉｏｎＲｅｓｕｌｔｓｏｆＭｏｄｅｌＰａｒａｍｅｔｅｒｓ

真值 ＬＳ ｆａｓｔＷＴＬＳ
ｆａｓｔＷＴＬＳ结合

ＨｅｌｍｅｒｔＶＣＥ

＾
β２ ５ ４．８２６２０４４０２ ４．８４１７６８０６４ ４．９０７２５５３１１

＾
β１ ８ ８．７３４８７７６１６ ８．７２５０９７２３２ ８．５４６５０８４３９

‖Δ^β‖ — ０．７５５１４９００５ ０．７４２１６１２６４ ０．５５４３２２１５５

图２　算例２．２中线性回归模型迭代计算

过程中两个方差分量估计值

Ｆｉｇ．２　ＥｓｔｉｍａｔｅｓｏｆＴｗｏＶａｒｉａｎｃｅＦａｃｔｏｒｓ^σ
２
０１ａｎｄ

σ^
２
０２ｏｆＬｉｎｅａｒＲｅｇｒｅｓｓｉｏｎＭｏｄｅｌｏｖｅｒＤｉｆｆｅｒｅｎｔ

ＩｔｅｒａｔｉｏｎＳｔｅｐｓ

２．３　线性参数估计算例

模拟一个线性参数估计问题，有犃狓＝犫，其不

含误差的设计矩阵犃∈犚
狀×犿和观测值犫∈犚

狀×１见

表５。待估的未知参数有５个，狓＝［狓１　狓２　狓３

　狓４　狓５］
Ｔ，真值珘狓＝［１　１　１　１　１］

Ｔ。观测

值犫的噪声犲～犖（０，σ
２
０１犘

－１
犫 ），其中σ

２
０１＝０．１，犘犫＝

ｄｉａｇ（１，２，…，狀）。设计矩阵元素的误差为犲犃～

犖（０，σ
２
０２犘

－１
犃 ），其中σ

２
０２＝０．５，犘犃＝ｄｉａｇ（狀×犿，狀

×犿－１，…，２，１）；采用本文算法求解参数，并与

ＬＳ、ｆａｓｔＷＴＬＳ所求解的参数进行比较，参数估

值结果见表６。图３表示线性参数估计算例中两

个方差分量的收敛图。

图３　线性参数估计迭代计算过程中两

个方差分量估计值

Ｆｉｇ．３　ＥｓｔｉｍａｔｅｓｏｆＴｗｏＶａｒｉａｎｃｅＦａｃｔｏｒｓ^σ
２
０１ａｎｄ

σ^
２
０２ｏｆＬｉｎｅａｒＰａｒａｍｅｔｅｒＥｓｔｉｍａｔｉｏｎＭｏｄｅｌｏｖｅｒ

ＤｉｆｆｅｒｅｎｔＩｔｅｒａｔｉｏｎＳｔｅｐｓ

　　从表４和表６中可以看出，在普通直线拟合

和线性参数求解中使用本文算法进行求解，拟合

的结果比ｆａｓｔＷＴＬＳ、ＬＳ方法拟合的结果都要

好。在本文提出的方法中，不仅考虑到系数矩阵

中某些元素是常数，不存在误差，而且考虑到各元

素之间是不等精度的，以及各元素之间存在相互

联系，同时又考虑到不同类型观测值的验前方差

一般都很难精确估计，这样就无法给观测向量和

系数阵进行精确定权，采用随机模型验后估计方

法，能够解决这些问题。所以采用本文方法解算

的结果更加接近真值，也更为合理。

表５　犃
ｔｒｕｅ、犫ｔｒｕｅ和加上噪声之后的观测值犫及设计矩阵犃的值

Ｔａｂ．５　犃
ｔｒｕｅ，犫ｔｒｕｅａｎｄ犫，犃ｂｙＡｄｄｉｎｇＮｏｉｓｅ

犃ｔｒｕｅ 犫ｔｒｕｅ 犃 犫

２．００ －５．００ ３．００ ４．００ －９．５０ －５．５０　２．０４０２２６ －４．９１８４１３ 　１．２１３９０４ ３．９８８５２１ －９．２５９４１３ －５．５２５７８９

－２．００ ４．００ １．８０ －１．０５ ８．５０ １１．２５ －２．０５４３８５ ３．８９３５５１ １．８４６３８９－０．９２６８５６ ８．１９４２０７ １１．５３１３５３

２．００ －１．００－３．４０ ５．０５ ２．４５ ５．１０ １．９８８２４１ －１．０２９７４２ －３．５６０４０７ ５．０３６３８９ ２．４１９５５７ ５．３６８１１６

３．７５ ４．５０ ７．００ －３．５０ －９．００ ２．７５ ３．９３７９２５ ４．３５８９２８ ７．０２２６０７－３．５２７１７８ －８．８０２０２０ ２．７５５２０８

１．００ －２．２０ ３．３５ －７．５０ ６．４０ １．０５ ０．７８９２４３ －２．００８５４５ ３．４５７６３４－７．４９８８５１ ６．１５７３０６ １．２８９３５３
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表６　模型参数计算结果

Ｔａｂ．６　ＴｈｅＣａｌｃｕｌａｔｉｏｎＲｅｓｕｌｔｓｏｆＭｏｄｅｌＰａｒａｍｅｔｅｒｓ．

狓^１ 狓^２ 狓^３ 狓^４ 狓^５ ‖Δ^狓‖

真值 １ １ １ １ １ ／

ＬＳ ０．９４６０９３６５５ １．０９３８０１４６５ ０．９７０２９８０３７ ０．９８６８１０３８４ １．０６６５４１９０９ ０．１３１１０５３２８

ｆａｓｔＷＴＬＳ ０．９６０１５４９１６ １．０７１１５７２９８ ０．９９４５０５５０７ ０．９９７６７３１１５ １．０５０５７９７６２ ０．０９６１５０４４４

ｆａｓｔＷＴＬＳ结合

ＨｅｌｍｅｒｔＶＣＥ
０．９６６０１８９１５ １．０６３７７９３６１ ０．９９５８１５９９７ １．０００２８０８２６ １．０４７４１７５１２ ０．０８６５３６２７１

　　

３　结　语

在线性模型参数估计中随机模型的验后估计

应用很广泛，本文提出的加权总体最小二乘随机

模型的验后估计分为两部分内容，第一部分是针

对函数模型参数的求解；第二部分针对观测向量

狔和系数矩阵犃 的方差分量的求解，因此引入了

随机模型的验后估计方法，对观测向量和系数矩

阵进行权的重新分配，直至它们所对应的方差分

量相等。本文算法推导过程依托了间接平差中赫

尔墨特方差分量估计的原理，其优点为可以利用

其理论体系中已有的公式推导适用于ＥＩＶ模型

的精度评定和求解自由度的公式，但同时也会继

承其缺点。由于算法结构的特点，求解方差分量

的迭代过程会出现不收敛，或虽然收敛但是出现

负方差分量的情况；本文所模拟的实验仅考虑观

测向量狔和系数矩阵犃 相互独立的情况，并且假

设协因数阵均为对角阵，相关情况未进行数值模

拟实验，这两点无疑对本文方法的适用范围进行

了限制，今后会针对这两方面做进一步工作。
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