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轴角描述的光束法平差新方法

徐振亮１　闫　利１　马振玲１　李艳焕２　张　毅１

１　武汉大学测绘学院，湖北 武汉，４３００７９

２　辽宁工程技术大学审计处，辽宁 阜新，１２３０００

摘　要：建立了一种基于轴角描述的光束法平差新方法。与传统基于欧拉角的光束法平差理论相比，基于轴

角法在平差过程免去了大量冗杂的三角函数运算，平差模型系数矩阵和迭代过程全部采用线性运算，结构简

洁。试验表明，基于轴角描述的光束法平差解算速度较快，为欧拉角平差方法的两倍左右，并且具有较好的稳

定性，为影像区域网平差稳定快速求解提供了一套新方法，对于多定向参数数据快速处理具有一定借鉴价值。
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　　光束法平差中，有效、可靠地描述坐标系间的

旋转关系是解决快速而可靠解算的一个关键问

题。在传统摄影测量中，欧拉角是最常用的影像

姿态的描述方法［１２］。小面幅近景影像处理中，影

像外方位元素数量往往是比较大的，并且定向参

数之间存在很强的相关性，这些可能导致法方程

严重病态，常规的欧拉角算法此时难以快速稳健

解算。此外，欧拉角描述的影像姿态容易出现表

达的奇异性和插值不连续等问题，且需进行大量

而冗繁的三角函数计算，影响了解算效率和精度。

因此，研究有效旋转矩阵描述方法至关重要。

Ｃｈａｓｌｅｓ已证明，刚体运动同样可以通过绕某

轴旋转及沿该轴平移得到，也就是说旋转矩阵可

以用一个旋转向量和旋转角来描述，这就是所谓

的轴角（ａｘｉｓ／ａｎｇｌｅ）。文献［３］指出，在描述目标

姿态方面，轴角法相比欧拉角，具有较好的稳健

性，需要较少的状态向量、简洁的建模能力及良好

的插值效果；相比四元数，轴角法利用３个独立参

数描述空间姿态，为一组最小姿态实现［４］，即轴角

方式描述姿态是无冗余的，因此，在机器人关节运

动学中有着广泛应用［５７］，但一直没有引起摄影测

量与遥感学界的关注。

本文首先回顾轴角法描述姿态及旋转的相关

数学理论，然后推导出轴角法描述共线方程的线

性化形式，建立基于轴角法的光束法平差方法，最

后通过实测数据验证方法的正确性与有效性。

１　轴角描述的旋转矩阵

１．１　犚狅犱狉犻犵狌犲狊定理

摄影测量中，像空间坐标 狓，狔，－（ ）犳 与像空

间辅助坐标 犡，犢，（ ）犣 有如下关系：

犡

犢

熿

燀

燄

燅犣

＝犚

狓

狔

－

熿

燀

燄

燅犳

（１）

式中，犚为像空间坐标系至像空间辅助坐标系的

旋转矩阵，描述了影像像空间坐标系在像空间辅

助坐标系的姿态，犚可以用一个旋转向量和一个

旋转角（轴角）来刻画，如图１所示。

图１　 轴角法姿态描述

Ｆｉｇ．１　ＤｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｔｈｅＡｔｔｉｔｕｄｅＡｎｇｌｅ／ＡｘｉｓＭｅｔｈｏｄ

轴角描述的旋转矩阵 犚 是旋转向量犾＝
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犾１ 犾２ 犾［ ］３
Ｔ 对 应 的 反 对 称 矩 阵 的 指 数 函

数［８９］，即

犚＝ｅ
［犾］
× ＝犐３＋

ｓｉｎθ
θ
［犾］×＋

１－ｃｏｓθ

θ
２

［犾］２×

（２）

式中，［犾］× 是由犾定义的反对称矩阵，［犾］× ＝

０ －犾３ 犾２

犾３ ０ －犾１

犾２ 犾１

熿

燀

燄

燅０

；θ为旋转角，等于犾的模（即

θ＝‖犾‖），这就是Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ定理。式（２）同样

可以表达为：

犚＝ｅ
犾
１
犅
１＋犾２犅２＋犾３犅３ （３）

式中，犅１、犅２、犅３ 为反对称矩阵的基，即

犅１ ＝

０ ０ ０

０ ０ －１

熿

燀

燄

燅０ １ ０

；犅２ ＝

０ ０ １

０ ０ ０

－

熿

燀

燄

燅１ ０ ０

；

犅３ ＝

０ －１ ０

１ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

。

１．２　 旋转矩阵犚与旋转向量犾的关系

旋转矩阵与旋转向量是可以相互转换的，由

旋转向量可以构建旋转矩阵，相反，由旋转矩阵同

样可以得到旋转向量［９］：

θ＝ａｒｃｃｏｓ
ｔｒ（ ）犚 －１（ ）２

或

ｃｏｓθ＝
ｔｒ（ ）犚 －１
２

（４）

犾＝
１

２ｓｉｎ（）θ

犚 ３，（ ）２ －犚 ２，（ ）３

犚 １，（ ）３ －犚 ３，（ ）１

犚 ２，（ ）１ －犚 １，（ ）

熿

燀

燄

燅２

（５）

式中，ｔｒ（ ）· 为矩阵的迹。

２　轴角描述的光束法平差模型

２．１　 共线方程的矩阵形式表达

摄影测量学中，将同名的物点与像点满足的

函数关系描述为共线方程，经典的共线方程经常

表达成解析形式，若不顾及检校参数及畸变差，共

线方程可表示为：

狓＝－犳
犪１ 犡－犡（ ）狊 ＋犫１ 犢－犢（ ）狊 ＋犮１ 犣－犣（ ）狊
犪３ 犡－犡（ ）狊 ＋犫３ 犢－犢（ ）狊 ＋犮３ 犣－犣（ ）狊

狔＝－犳
犪２ 犡－犡（ ）狊 ＋犫２ 犢－犢（ ）狊 ＋犮２ 犣－犣（ ）狊
犪３ 犡－犡（ ）狊 ＋犫３ 犢－犢（ ）狊 ＋犮３ 犣－犣（ ）狊

（６）

　　而在计算机视觉领域习惯将上述解析表达式

用齐次坐标形式的矩阵形式表示，为了利于采用

矩阵分析方法推导平差模型，仿照计算机视觉投

影方程表达，再顾及两个学科领域对于旋转矩阵

及平移向量定义差异性，共线方程的矩阵方程形

式为：

λ狓＝犕犡 ＝犓犚
Ｔ 犐，－犡［ ］犛 犡 （７）

式中，狓＝ 狓Ｔ，［ ］１ Ｔ＝［狓 狔 １］Ｔ、犡＝（犡Ｔ，１）Ｔ＝

犡 犢 犣［ ］１ Ｔ 分别为像点坐标及物方点坐标

的齐次坐标形式；犓为由主距构成的对角矩阵，犓

＝ｄｉａｇ －犳，－犳，（ ）１ 。
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犿

熿

燀
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燀
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犕 ＝

犿１１

犿２１

犿３１

犿１２
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犿１３

犿２３

犿３３

犿１４

犿２４

犿

熿

燀

燄

燅３４

＝

－犳犪１

－犳犪２

犪３

－犳犫１

－犳犫２

犫３

－犳犮１

－犳犮２

犮３

犳犪１犡狊＋犳犫１犢狊＋犳犮１犣狊

犳犪２犡狊＋犳犫２犢狊＋犳犮２犣狊

－ 犪３犡狊＋犫３犢狊＋犮３犣（ ）

熿

燀

燄

燅狊

（９）

　　式（９）为投影矩阵的计算公式，结合式（７）～

式（９），式（６）可表达为：

狓＝
犿１１犡＋犿１２犢＋犿１３犣＋犿１４
犿３１犡＋犿３２犢＋犿３３犣＋犿３４

＝
犝

λ

狔＝
犿２１犡＋犿２２犢＋犿２３犣＋犿２４
犿３１犡＋犿３２犢＋犿３３犣＋犿３４

＝
犞

λ

（１０）

式中，犝，犞，［ ］λ
Ｔ 为物方点的像空间辅助坐标系

坐标。

２．２　 轴角描述的平差模型

如果将前述中的旋转矩阵犚 由轴角形式

（犡狊，犢狊，犣狊，犾１，犾２，犾３）来描述，将式（６）线性化处理

可得到轴角描述下的像点坐标误差方程式：

狏狓 ＝犪１１Δ犡狊＋犪１２Δ犢狊＋犪１３Δ犣狊＋犪１４Δ犾１＋犪１５Δ犾２

　＋犪１６Δ犾３－犪１１Δ犡－犪１２Δ犢－犪１３Δ犣－犾狓

狏狔 ＝犪２１Δ犡狊＋犪２２Δ犢狊＋犪２３Δ犣狊＋犪２４Δ犾１＋犪２５Δ犾２

　＋犪２６Δ犾３－犪２１Δ犡－犪２２Δ犢－犪２３Δ犣－犾

烍

烌

烎狔

（１１）

式中，犪１１～犪２６为共线条件函数对各参数的偏导

数。

式（１１）可用矩阵表达为：

犞＝犃狋＋犅狓－犔 （１２）

式中， 犅 ＝
－犪１１ －犪１２ －犪１３

－犪２１ －犪２２ －犪
［ ］

２３

； 犃 ＝

犪１１ 犪１２ 犪１３ 犪１４ 犪１５ 犪１６

犪２１ 犪２２ 犪２３ 犪２４ 犪２５ 犪
［ ］

２６

；犞＝ 狏狓 狏［ ］狔
Ｔ；

狋＝ Δ犡狊 Δ犢狊 Δ犣狊 Δ犾１ Δ犾２ Δ犾［ ］３
Ｔ；狓 ＝

６６８
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Δ犡 Δ犢 Δ［ ］犣 Ｔ；犔＝ 犾狓 犾［ ］狔
Ｔ。

这里，采用复合函数求导方法（链式法则）推

导投影函数对外方位元素的导数：

犃＝
犪１１ 犪１２ 犪１３ 犪１４ 犪１５ 犪１６

犪２１ 犪２２ 犪２３ 犪２４ 犪２５ 犪
［ ］

２６

＝

狓

犿１１

狓

犿１２
狓

犿１３

狓

犿１４
狓

犿２１

狓

犿２２
狓

犿２３

狓

犿２４
狓

犿３１

狓

犿３２
狓

犿３３

狓

犿３４

狔
犿１１

狔
犿１２

狔
犿１３

狔
犿１４

狔
犿２１

狔
犿２２

狔
犿２３

狔
犿２４

狔
犿３１

狔
犿３２

狔
犿３３

狔
犿

熿

燀

燄

燅３４ ２×１２

·

犿１１

犡狊

犿１２

犡狊

犿１３

犡狊

犿１４

犡狊

犿２１

犡狊

犿２２

犡狊

犿２３

犡狊

犿２４

犡狊

犿３１

犡狊

犿３２

犡狊

犿３３

犡狊

犿３４

犡狊

犿１１

犢狊

犿１２

犢狊

犿１３

犢狊

犿１４

犢狊

犿２１

犢狊

犿２２

犢狊

犿２３

犢狊

犿２４

犢狊

犿３１

犢狊

犿３２

犢狊

犿３３

犢狊

犿３４

犢狊

犿１１

犣狊

犿１２

犣狊

犿１３

犣狊

犿１４

犣狊

犿２１

犣狊

犿２２

犣狊

犿２３

犣狊

犿２４

犣狊

犿３１

犣狊

犿３２

犣狊

犿３３

犣狊

犿３４

犣狊

犿１１

犾１

犿１２

犾１

犿１３

犾１

犿１４

犾１

犿２１

犾１

犿２２

犾１

犿２３

犾１

犿２４

犾１

犿３１

犾１

犿３２

犾１

犿３３

犾１

犿３４

犾１

犿１１

犾２

犿１２

犾２

犿１３

犾２

犿１４

犾２

犿２１

犾２

犿２２

犾２

犿２３

犾２

犿２４

犾２

犿３１

犾２

犿３２

犾２

犿３３

犾２

犿３４

犾２

犿１１

犾３

犿１２

犾３

犿１３

犾３

犿１４

犾３

犿２１

犾３

犿２２

犾３

犿２３

犾３

犿２４

犾３

犿３１

犾３

犿３２

犾３

犿３３

犾３

犿３４

犾

熿

燀

燄

燅３

Ｔ

６×１２

＝

犑犕·犑犲

（１３）

由（１０）式，易得：

犑犕 ＝

狓

犿１１

狓

犿１２
狓

犿１３

狓

犿１４
狓

犿２１

狓

犿２２
狓

犿２３

狓

犿２４
狓

犿３１

狓

犿３２
狓

犿３３

狓

犿３４

狔
犿１１

狔
犿１２

狔
犿１３

狔
犿１４

狔
犿２１

狔
犿２２

狔
犿２３

狔
犿２４

狔
犿３１

狔
犿３２

狔
犿３３

狔
犿

熿

燀

燄

燅３４

＝

　
１

λ

犡

０

犢

０

犣

０

１

０

０

犡

０

犢

０

犣

０

１

－狓犡

－狔犡

－狓犢

－狔犢

－狓犣

－狔犣

－狓

－
［ ］

狔

　　为求犑犲，对投影矩阵犕＝犓犚
Ｔ 犐，－犡［ ］犛 两边

对外方位元素求导数

犕

犡犛
＝犓犚

Ｔ犐，－犡［ ］犛
犡犛

＝

０

０

０

０

０

０

０

０

０

犳犪１

犳犪２

－犪

熿

燀

燄

燅３

（１４）

其他变量求导以此类推，

犕

犢犛
＝

０

０

０

０

０

０

０

０

０

犳犫１

犳犫２

－犫

熿

燀

燄

燅３

，犕
犣犛

＝

０

０

０

０

０

０

０

０

０

犳犮１

犳犮２

－犮

熿

燀

燄

燅３

（１５）

犕

犾１
＝犓

犚
犜

犾１
犐，－犡［ ］犛 ＝－犓犚

Ｔ犅１ 犐，－犡［ ］犛 ＝

０

０

０

犳犮１

犳犮２

犳犮３

－犳犫１

－犳犫２

－犳犫３

犳 －犮１犢犛＋犫１犣（ ）犛

犳 －犮２犢犛＋犫２犣（ ）犛

犳 －犮３犢犛＋犫３犣（ ）

熿

燀

燄

燅犛

（１６）

类似地，有：

犕

犾２
＝

－犳犮１ ０ 犳犪１ 犳犮１犡犛－犪１犣（ ）犛

－犳犮２ ０ 犳犪２ 犳犮２犡犛－犪２犣（ ）犛

－犳犮３ ０ 犳犪３ 犳犮３犡犛－犪３犣（ ）

熿

燀

燄

燅犛

犕

犾３
＝

犳犫１ －犳犪１ ０ 犳 －犫１犡犛＋犪１犢（ ）犛

犳犫２ －犳犪２ ０ 犳 －犫２犡犛＋犪２犢（ ）犛

犳犫３ －犳犪３ ０ 犳 －犫３犡犛＋犪３犢（ ）

熿

燀

燄

燅犛

（１７）

继而可以得到
犿１１，…，犿（ ）３４

犾１，犾２，犾（ ）３
，最后可得犑犲。由

式（１０）同样易得：

犅＝

狓

犡
狓

犢
狓

犣

狔
犡

狔
犢

狔


熿

燀

燄

燅犣

＝

犿１１－狓犿３１

λ

犿１２－狓犿３２

λ

犿１３－狓犿３３

λ

犿２１－狔犿３１

λ

犿２２－狔犿３２

λ

犿３３－狔犿３３

熿

燀

燄

燅λ

＝

７６８
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１

λ

犿１１－狓犿３１ 犿１２－狓犿３２ 犿１３－狓犿３３

犿２１－狔犿３１ 犿２２－狔犿３２ 犿３３－狔犿
［ ］

３３

＝

１

λ

犿１１ 犿１２ 犿１３

犿２１ 犿２２ 犿
［ ］

３３

－
狓犿３１ 狓犿３２ 狓犿３３

狔犿３１ 狔犿３２ 狔犿
［ ］烅

烄

烆
烍
烌

烎３３

　

（１８）

至此，推导出基于轴角描述的线性化共线方程严

格模型。

利用轴角描述的平差模型进行迭代解算时，

最终的参数估计向量可直接由式（１９）给出：

犡犻＋１ ＝犡
犻
＋Δ犡

犻 （１９）

即参数向量姿态部分也可以线性叠加获得新的参

数，这是由于犚＝ｅ
［犾］
×，根据

犚犻＋１ ＝犱犚·犚
犻
＝ｅ

［Δ犾］×·ｅ
［犾］
× ＝ｅ

［犾＋Δ犾］×（２０）

更新的姿态参数为前一次的姿态参数与其增量之

和。

计算更新旋转矩阵时，如果旋转向量增量为

较小量时，式（２）可由式（２１）近似计算：

ｄ犚＝ｅ
［Δ犾］× ≈

１ －Δ犾３ Δ犾２

Δ犾３ １ －Δ犾１

Δ犾２ Δ犾１

熿

燀

燄

燅１

＋

１

２

－Δ犾３
２
－Δ犾

２
２ Δ犾２Δ犾１ Δ犾３Δ犾１

Δ犾１Δ犾２ －Δ犾３
２
－Δ犾１

２
Δ犾３Δ犾２

Δ犾１Δ犾３ Δ犾２Δ犾３ －Δ犾２
２
－Δ犾

熿

燀

燄

燅
２
１

（２１）

由式（１４）、式（１８）及式（２０）可知轴角描述的光束

法平差模型具有以下特点。

１）经线性化后的共线方程系数皆为投影矩

阵及观测值的线性表达式，并且不再具有三角函

数关系，这对于迭代计算中提高解算效率有重要

意义；

２）迭代求解中，外方位元素中姿态向量部分

可以和位置向量一样直接线性叠加，而在欧拉角

描述的姿态模型中，需要将更新后的旋转矩阵分

解后获得较精确的参数改正数，带来了大量运算。

３　轴角描述的平差实验与分析

分别采用ＳＢＡ
［１０］样例中的７张、９张近景影

像和１０张、５０张车载序列影像数据作测试，如

表１所示。测试中使用作者编制的 Ｍａｔｌａｂ程

序———轴角描述的数字近景影像光束法平差

（ＤＣＢＡ３），分别从解算精度及效率两方面验证欧

拉角（Ｅｕｌａ）与轴角（ａｘｉｓ／ａｎｇｌｅ）描述姿态的方法

的解算性能，由于没有控制点参与及像点中误差

数值较小，精度比较不直观，因此，以像点残差平

方和作为衡量两种方法平差精度的指标。

表１　测试数据

Ｔａｂ．１　ＴｅｓｔＤａｔａ

实验

数据

影像

景数

物方

点数

像点

数

最低

重叠度

最高

重叠度

初始残差平

方和／ｍｍ２

数据１ ７ ４６５ １９１６ ３ ７ １．５２７５５

数据２ ９ ５５９ ２４２２ ３ ９ １．１２７１１

数据３ １０ １８７５ ７８５７ ３ １０ １．４７６０３

数据４ ５０ ７４１８ ２８２１４ ３ １２ １．２２８２７

表２　欧拉角与轴角法平差单步解算实验结果

Ｔａｂ．２　ＳｉｎｇｌｅｓｔｅｐＡｄｊｕｓｔｍｅｎｔＳｏｌｖｅｒＲｅｓｕｌｔｓ

实验

数据

欧拉角 轴角

计算

时间／ｓ

残差平方

和／ｍｍ２
计算

时间／ｓ

残差平方

和／ｍｍ２

数据１ ０．６３７１４１ ０．３２９５９２ ０．３５５４９９ ０．３７１４７５

数据２ ０．６２３０６６ ０．３３３３３４ ０．３３２６０８ ０．３５３１７６

数据３ ４．４２５７４５ ０．２１９２１５ １．７３７６０７ ０．３６５０５１

数据４ ５７．３９７１５６ ０．７４８１７６ １０．４７９７１４ ０．９４３５５７

　　从表２一次（单步）解算实验结果来看，轴角

法描述的区域网平差在解算效率上明显快于欧拉

角描述法，原因在于轴角法没有进行反复三角函

数运算，并且至始至终都是采用矩阵运算方式，而

欧拉角采用包含三角函数在内的代数解析方法。

一次解算后轴角法平差后残差略大与欧拉角法，

说明其收敛步长较小。表３为最终迭代结果。

表３　欧拉角与轴角平差最终解算实验结果

Ｔａｂ．３　ＦｉｎａｌＡｄｊｕｓｔｍｅｎｔＳｏｌｖｅｒＲｅｓｕｌｔｓ

实验数据
欧拉角 轴角

计算时间／ｓ 迭代次数 残差平方和／ｍｍ２ 计算时间／ｓ 迭代次数 残差平方和／ｍｍ２

数据１ ９．１３ １９ ０．３０９７６ ５．６３ ２３ ０．３０９６１３

数据２ １１．７２ ５０ ０．３３２５９６ ６．１０ ５４ ０．３３１８１１

数据３ １２４．３３ １０ ０．１９６７９５ ９１．８４ １９ ０．１９４３９２

数据４ ７５１．４７ １９ ０．６３１８６３ ３８８．３５７５４２ ５８ ０．６３１５６７

　　从最终平差结果中不难看出，虽然轴角法迭

代次数偏多，但总体计算时间较少，约为欧拉角的

一半，并且解算质量偏好，优势不明显（像点残差

中误差相当）。在此仍需指出的是，在 Ｍａｔｌａｂ平

台下求解规模较大的方程组时，处理能力有限，但

不妨碍比较两种方法的有效性。

８６８
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４　结　语

１）本文借鉴计算机视觉领域投影方程形式，

构建了一种共线方程的矩阵表达形式，该形式能

较方便地利用矩阵理论分析摄影测量问题。

２）推导得到一种基于轴角描述的光束法平

差新方法。通过选用轴角描述的旋转矩阵，使得

平差模型较传统欧拉角法形式简洁，免去了繁冗

的三角函数运算，姿态向量在迭代中也无需进行

旋转矩阵相乘再分解运算，减少了运算量。

３）实验表明，轴角法描述的光束法平差模型

单步收敛步长较小，迭代次数较多，但由于采用线

性运算，最终解算速度快于欧拉角描述的平差模

型，平差精度与欧拉角法相当，证明方法是正确而

可行的，为外方位元素众多的小面幅近景（如车

载）影像处理提供了一种崭新的处理方法。

目前，轴角描述的光束法平差方法在近景摄

影测量光束法快速平差实验中得到了初步验证，

下一步，可将该方法在 ＶＣ＋＋平台下扩展至定向

参数更多、更复杂的卫星摄影测量领域进行试验。
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