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基于等距圆的极球面投影距离量测方法
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摘　要：研究了极球面投影海图上准确便捷地量测距离的方法。推导了极球面投影下大圆航线和等角航线的

方程，形状分析表明极区宜采用大圆航线量测距离；根据极球面投影下直线的几何意义推导了其距离计算公

式，距离差值分析表明可用直线代替大圆航线准确量测距离；根据极球面投影上小圆线投影为圆的性质，提出

了一种基于等距圆的准确便捷的距离量测方法，以满足极球面投影海图的极区导航应用需要。
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　　随着北冰洋冰盖消融，北极航运的战略价值
凸显［１］，海图是安全利用北极航线的基础，墨卡托
投影海图由于长度变形过大而不宜使用［２］。极球
面投影（等角方位投影）在极区具有等角、变形小、
大圆航线接近直线等优点，极有可能作为极区海
图首选投影方式［３－９］。距离量测是基本的图上作
业样式，主要基于直线实施，海图上通常量测的是
等角航线距离（墨卡托海图）或大圆航线距离（日
晷海图）［１０－１２］。极球面投影海图上除经线外的其
他直线既非等角航线又非大圆航线，因此，需要探
讨基于直线量测等角航距或大圆航距的可行性；
同时，极球面投影图上，经线呈放射状分布导致沿
经线分布的海里尺并不与矩形图框契合，因此，不
能直接套用墨卡托海图或日晷海图上的量距方

法［１１］。
复杂恶劣的航行环境长期严重限制了极区通

航需求，导致人们对极区航海图不够关注，极球面
投影的极区应用研究并不系统和充分，现有经典
地图投影教材的相关章节停留在对投影坐标及变

形特点的简略陈述，其他文献集中在其极区可用
性分析及格网导航应用方法等方面［５－８，１２－１３］，缺乏
对该投影下精确量距方法的研究，这已成为该投
影应用亟待解决的重要问题。本文推导了极球面
投影上大圆航线与等角航线方程，分析了直线代
替大圆航线量距的可行性；然后根据小圆线投影
性质，提出了一种基于等距圆的极球面投影精确

量距方法，以满足极球面投影海图上准确快速地
量测距离的需要。

１　极球面投影上大圆航线的形状

１．１　极球面投影上大圆航线的方程与形状
为便于推算，本文采用球面坐标（Ｚ，α），其与

地理坐标系（φ，λ）的关系为
［１０］：

Ｚ＝π２－φ
，α＝λ０－λ （１）

切于极点的正轴极球面投影坐标公式为［１０］：

ｘ＝２ＲｔａｎＺ２ｃｏｓα
；ｙ＝２ＲｔａｎＺ２ｓｉｎα

（２）

　　如图１，球面上过Ａ（Ｚ，α１）、Ｂ（Ｚ－ΔＺ，α１＋
Δα），方向角为α′０的大圆航线方程［１０］为：

图１　球面上大圆航线示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　Ｇｒｅａｔ－ｃｉｒｃｌｅ　Ｌｉｎｅ　ｏｎ　Ｅａｒｔｈ
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ｃｏｔα′０ｓｉｎΔα＋ｃｏｓＺｃｏｓΔα＝ｃｏｔ（Ｚ－ΔＺ）ｓｉｎＺ
（３）

当Ａ、Ｂ两点同处于一经线圈时，大圆航线即为经
线，形状为直线，其方程为：

ｙ＝ｔａｎα′０ｘ （４）
当Ａ、Ｂ两点不处于同一经线圈时，大圆航线方程为：

（ｘ＋２Ｒｐ）２＋（ｙ＋２Ｒｑ）２ ＝４Ｒ２ｒ２ （５）
其中，

ｐ＝ｃｏｓＺｓｉｎα＋ｓｉｎＺｓｉｎα１ｃｏｔ
（Ｚ－ΔＺ）

ｓｉｎΔαｓｉｎＺ

ｑ＝ｃｏｓＺｃｏｓα－ｓｉｎＺｃｏｓα１ｃｏｔ
（Ｚ－ΔＺ）

ｓｉｎΔαｓｉｎＺ
ｒ＝

［ｃｏｔ（Ｚ－ΔＺ）ｃｓｃΔα－ｃｏｔ　ＺｃｏｔΔα］２＋ｃｓｃ２槡

烅

烄

烆 Ｚ
（６）

　　如图２所示，Ａ、Ｂ 两点不处同一经线圈时，
极球面投影上大圆航线是很接近直线的圆弧。

图２　极球面投影上大圆航线与等角航线的形状

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｕｍｂ　Ｌｉｎｅ　ａｎｄ　Ｇｒｅａｔ－ｃｉｒｃｌｅ　Ａｒｃ　ｏｎ

Ｐｏｌａｒ　Ｓｔｅｒｅｏｇｒａｐｈｉｃ　Ｃｈａｒｔｓ

１．２　极球面投影上等角航线的方程与形状
由文献［１０］可知，（φ，λ）为航线上的动点，通

过（φ１，λ１）、方位角为α的等角航线方程为：

λ－λ１ ＝ｔａｎα（ｌｎＵ－ｌｎＵ１） （７）

其中，Ｕ＝ｔａｎ（π４＋
φ
２
），由式（２）、式（７）可得极球

面投影上的等角航线方程：

ａｒｃｔａｎｙｘ －ａｒｃｔａｎ
ｙ１
ｘ１ ＝

ｔａｎα（ｌｎ　ｘ２１＋ｙ槡 ２
１－ｌｎ　ｘ２＋ｙ槡 ２） （８）

　　图２中有一段航向为６０°的等角航线，可见极
球面投影上不沿经纬线的等角航线为螺旋形曲

线。极区等角航程远大于大圆航程，大圆航线更
接近直线，距离量测宜采用大圆距离。

２　直线与大圆航线的距离差值

极球面投影上大圆航线是圆弧而非直线，因

此，需要探讨极球面投影上直线的几何意义，以明
确直线与大圆航线的关系并分析用直线近似量算

大圆距离的可行性。

２．１　极球面投影上直线段的几何意义
如图３、图４及图５所示，投影平面为Ｐ，地球

面Ｅ的球心为Ｏ、半径为Ｒ、南北极点分别为Ｓ和

Ｎ，Ｅ上任意两点Ａ（Ｚ，α）和Ｂ（Ｚ－ΔＺ，α＋Δα）投
影成Ａ１（Ｚ′１，α）、Ｂ１（Ｚ′２，α＋Δα′）。Ａ、Ｂ间大圆线

为ＡＳ′２︵Ｂ，在平面Ｐ上投影成圆心Ｑ、半径ｒ的圆

弧Ａ１Ｓ２Ｂ烇 烋
１。
在图３中引入以Ｓ为球心、２Ｒ为半径的辅助

球面Ｅ′，ＳＡ、ＳＢ与球面Ｅ′分别交于Ａ′、Ｂ′两点。
可见直线Ａ１Ｂ１不由等角航线和大圆航线投影而
成，可看做Ｓ、Ａ、Ｂ三点构成的平面与球面Ｅ 的
相交线ＡＳ′１︵Ｂ投影而来，由于平面截球体的轮廓是

圆，其半径为ｒ０，故ＡＳ′１︵Ｂ是△ＡＳＢ的ＡＢ 边所对
的外接圆弧。

图３　极球面投影透视图

Ｆｉｇ．３　Ｐｅｒｓｐｅｃｔｉｖｅ　Ｄｒａｗｉｎｇ　ｏｆ　Ｐｏｌａｒ　Ｓｔｅｒｅｏｇｒａｐｈｉｃ

Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

２．２　极球面投影上直线段的距离计算公式

Ｅ上小圆线ＡＳ′１︵Ｂ与Ｅ′上大圆线︵Ａ′Ｂ′共面，

对角同为∠ＡＳＢ＝θ，则ＡＳ′１︵Ｂ长度Ｓ１ 为：

Ｓ１ ＝ｒ０∠ＡＯ′Ｂ ＝２θｒ０ （９）

　　在球面Ｅ′上利用球面余弦定理［１０－１１］得：

ｃｏｓθ＝ｃｏｓＺ′１ｃｏｓＺ′２＋ｓｉｎＺ′１ｓｉｎＺ′２ｃｏｓΔα （１０）

　　由图４，Ｅ′上球面坐标（Ｚ′，α′）满足

Ｚ′＝ Ｚ２
，Δα′＝Δα （１１）

　　△ＡＳＢ的外接圆半径ｒ０ 满足：

ｒ０ ＝ ＡＢ
２ｓｉｎθ

（１２）

由图５，△ＡＳＢ中ＡＢ、ＳＡ、ＳＢ关系为：

ＡＢ ＝ ＳＡ２＋ＳＢ２－２　ＳＡ·ＳＢｃｏｓ槡 θ （１３）

ＳＡ ＝２ＲｃｏｓＺ２
，ＳＢ ＝２ＲｃｏｓＺ－ΔＺ２

（１４）

将式（１０）～式（１４）代入式（９）并整理，可得极球面
投影上线段Ａ１Ｂ１对应的实地距离Ｓ１：

５０５１
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Ｓ１ ＝

槡２Ｒθ １－ｃｏｓΔＺ＋（１－ｃｏｓΔα）ｓｉｎＺｓｉｎ（Ｚ－ΔＺ槡 ）
ｓｉｎθ

（１５）

图４　球面Ｅ上小圆线与球面Ｅ′上大圆线关系

Ｆｉｇ．４　Ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　Ｂｅｔｗｅｅｎ　Ｓｍａｌｌ－Ｃｉｒｃｌｅ　ｏｎ

Ｅａｎｄ　Ｇｒｅａｔ－Ｃｉｒｃｌｅ　ｏｎ　Ｅ′

图５　极球面投影上直线与大圆航线的关系

Ｆｉｇ．５　Ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　Ｂｅｔｗｅｅｎ　Ｓｔｒａｉｇｈｔ　Ｌｉｎｅ

ａｎｄ　Ｇｒｅａｔ－Ｃｉｒｃｌｅ　Ａｒｃ　ｏｎ　Ｐｏｌａｒ　Ｓｔｅｒｅｏｇｒａｐｈｉｃ　Ｃｈａｒｔｓ

２．３　直线与大圆弧线距离差值分析

Ａ、Ｂ间大圆线ＡＳ′２︵Ｂ的长度Ｓ２ 为［１０］：

Ｓ２ ＝Ｒ·ａｒｃｃｏｓ［ｃｏｓＺｃｏｓ（Ｚ－ΔＺ）＋
ｓｉｎＺｓｉｎ（Ｚ－ΔＺ）ｃｏｓΔα］ （１６）

设ＡＳ′１︵Ｂ的长度Ｓ１ 与大圆线ＡＳ′２︵Ｂ的长度Ｓ２ 的差
值为ΔＳ，将ΔＳ用弧度（可转化为海里）表示：

ΔＳ＝Ｓ１－Ｓ２Ｒ
（１７）

设ΔＳ与大圆航线长度Ｓ２ 的比例δ为：

δ＝ΔＳＳ２
（１８）

图６（ｂ）和图７（ｂ）分别是Ｚ＝１５°时 ΔＳ和δ随

ΔＺ、Δα的变化趋势，右图分别是当ΔＺ＝０°、Δα＝
９０°时ΔＳ和δ随Ｚ的变化趋势。

１）ΔＳ和δ均随极距Ｚ增大（纬度降低）而增
大；随ΔＺ（纬差）增大而减小；关于Δα＝１８０°对称
并呈正弦趋势变化，Δα＝９０°或２７０°时最大。

２）在Ｚ＝０°～１５°的高纬极区，Ｚ＝１５°、ΔＺ＝
０°、Δα＝９０°或２７０°时，航程误差 ΔＳ 最大达到

０．０６２　８海里，误差比例δ最大达到０．００５％，均相
当微小而可忽略。这是整个极区内的最大水平，
而单幅大中比例尺海图覆盖的地理范围很有限，
图上的量距误差会更加微小，这表明极区极球面
投影上直线与大圆线航程非常接近，用直线代替
大圆航线精确量距完全可行。

图６　ΔＳ随ΔＺ、Δα和Ｚ的变化趋势图

Ｆｉｇ．６　Ｔｒｅｎｄｓ　ｏｆΔＳ　Ｖａｒｉｎｇ　ｗｉｔｈΔＺ、Δαａｎｄ　Ｚ

图７　随ΔＺ、Δα和Ｚ的变化趋势

Ｆｉｇ．７　Ｔｒｅｎｄｓ　ｏｆδＶａｒｉｎｇ　ｗｉｔｈΔＺ、Δαａｎｄ　Ｚ

３　基于等距圆的精确量距方法

３．１　距离量测依据与作图方法

如图７所示，为便于计算不妨设图上线段ＯＰ
一端在α＝２７０°的经线上。根据文献［１０］，与球面
上某点Ｏ（Ｚ，３π／２）距离为ΔＺ的点Ｐ（Ｚ′，３π／２＋
Δα）所构成的小圆，经过极球面投影后仍然为圆，
设该圆Ｍ 与过线段一端的经线交于Ａ（Ｚ－ΔＺ，

３π／２）、Ｂ（Ｚ＋ΔＺ，３π／２）两点，则其圆心Ｏ′为线段

ＡＢ的中点。由于投影变形是极距Ｚ的函数，圆
心Ｏ′与Ｏ 并不重合，而在Ｏ点更大极距一侧。根
据该性质，通过绘制过线段任一端的等距圆，将图
上任意直线段转化到过其一端，有精确纬度标记
的经线上准确便捷地量距。
等距圆的尺规作图方法为：以经线为海里尺，

在经线上选择Ｏ两侧纬差相等的两点Ａ、Ｂ，以线
段ＡＢ为直径作圆直至过点Ｐ，即做出线段ＯＰ的
等距圆。通过读取ＯＡ或ＯＢ对应的纬度读数的差
值便可准确量出ＯＰ距离。如图９所示，当线段过
长而不便于作图时可适当分段作等距圆，然后将

６０５１
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距离相加即可。

图８　等距圆示意图

Ｆｉｇ．８　Ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　Ｅｑｕｉｄｉｓｔａｎｔ　Ｃｉｒｃｌｅ

图９　线段分段量测示意图

Ｆｉｇ．９　Ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　Ｄｉｓｔａｎｃｅ　Ｍｅａｓｕｒｉｎｇ　ｂｙ　Ｓｅｇｍｅｎｔｓ

等距圆可能需多次试作，长线段需做多个等
距圆，操作仍有不便。因此考虑可否在合理误差
范围内，在过线段ＯＰ一端的经线上直接量取与

ＯＰ等长的线段ＯＡ或ＯＢ，更简便地量测距离。

３．２　可直接量测距离的线段长度计算公式
如图１０所示，极球面投影图上，以Ｏ点为圆

心、ＯＰ为半径的圆与过Ｏ 点的经线交于Ａ、Ｂ两
点。ＯＰ＝ｌ，各点坐标Ｏ（Ｚ，３π／２），Ａ（Ｚ－ΔＺ１，

３π／２），Ｂ（Ｚ＋ΔＺ２，３π／２），Ｐ（Ｚ′，３π／２＋Δα）。

图１０　直接距离量测示意图

Ｆｉｇ．１０　Ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　Ｄｉｒｅｃｔ　Ｄｉｓｔａｎｃｅ　Ｍｅａｓｕｒｉｎｇ

受长度变形影响，ＯＡ、ＯＢ分别对应该圆上最
大距离ΔＺ１、最小距离 ΔＺ２，ＯＰ的实地距离 ΔＺ
介于ΔＺ１、ΔＺ２ 间。其中：

ＯＡ ＝２Ｒ（ｔａｎＺ２－ｔａｎ
Ｚ１
２
）

ＯＢ ＝２Ｒ（ｔａｎＺ２２－ｔａｎ
Ｚ
２

烅

烄

烆
）

（１９）

　　在比例尺为１／Ｃ的海图上，有：

ＯＡ ＝ＯＢ ＝Ｃｌ （２０）

　　令Ω＝ΔＺ１－ΔＺ２，则ΔＺ与ΔＺ１、ΔＺ２ 之差应

不大于Ω。为Ω设定阈值ω，只要ＯＰ的图上长度ｌ
能使得Ω≤ω，就认为可通过ＯＡ或ＯＢ直接读出ＯＰ
的距离ΔＺ。由式（１９）、式（２０）可知，ｌ须满足：

２Ｚ－２［ａｒｃｔａｎ（ｔａｎＺ２－
Ｃｌ
２Ｒ
）＋

ａｒｃｔａｎ（ｔａｎＺ２＋
Ｃｌ
２Ｒ
）］≤ω （２１）

式（２４）取等号时可得ｌｍａｘ，本文通过ｌｍａｘ考察ｌ的
取值范围。实际上，还可根据式（２１）估计出直接
量测距离ｌ所对应的最大误差水平ω。阈值ω可
以有多种形式，如图上长度δｌ、实地距离δｚ，或者
差值Ω占最短距离ΔＺ２ 的比例β等。
由式（２１）可见，ｌｍａｘ与比例尺分母Ｃ 成反比，

随极距Ｚ减小（纬度增大）而增大，随最小阈值ω
增大而增大。线段较长时可如图９所示分成小于

ｌｍａｘ的数段分别量测后相加。

３．３　算例分析
如表１所示，考虑到航行一般采用大中比例

尺航行图（１∶１００万以下），本文将比例尺设为

１∶５０万，等角球半径Ｒ＝６　３５７　６２０ｍ（取与地球
椭球体交于８０°Ｎ的等角球体半径［１０］），在１∶５０
万极球面投影海图上，ω 取δｌ＝０．１ｍｍ、δｚ＝
０．１′、β＝１‰，最低纬度７５°Ｎ处ｌｍａｘ最小分别达到

１０ｍｍ、１９．２３ｍｍ和９．８２ｍｍ，在８９°高纬度处
甚至分别可达到３８ｃｍ、７３ｃｍ、１４６ｃｍ，对于现有
全张横幅（９８ｃｍ×６６ｃｍ）和全张直幅（６８ｃｍ×９６
ｃｍ）海图［１４］，这些数值足以满足需要。

表１　比例尺１∶５０万时不同阈值ω下的ｌｍａｘ／ｃｍ

Ｔａｂ．１　ｌｍａｘＶａｒｙｉｎｇ　ｗｉｔｈ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　Ｔｈｒｅｓｈｏｌｄｓ　ｏｆ

ωａｔ　Ｓｃａｌｅ　ｏｆ　１∶５００　０００／ｃｍ

φ／（°） δｌ＝０．１ｍｍ δｚ＝０．１′ β＝１‰
７５　 １０．００　 １９．２３　 ９．８２
７６　 １０．３３　 １９．８７　 １０．５１
７７　 １０．７０　 ２０．５８　 １１．３０
７８　 １１．１２　 ２１．３９　 １２．２３
７９　 １１．６０　 ２２．３１　 １３．３２
８０　 １２．１５　 ２３．３７　 １４．６４
８１　 １２．７９　 ２４．６０　 １６．２５
８２　 １３．５５　 ２６．０６　 １８．２６
８３　 １４．４７　 ２７．８４　 ２０．８６
８４　 １５．６２　 ３０．０４　 ２４．３２
８５　 １７．１０　 ３２．８９　 ２９．１７
８６　 １９．１２　 ３６．７５　 ３６．４４
８７　 ２２．０５　 ４２．４１　 ４８．５８
８８　 ２７．００　 ５１．９３　 ７２．８７
８９　 ３８．１８　 ７３．４５　 １４５．９６
９０ ∞ ∞ ∞

７０５１
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　　海图作业时，通过设定合理的阈值ω，将图幅
南图廓处ｌｍａｘ设为全图的ｌｍａｘ，过长的线段可分段
量测。更大比例尺、更宽松阈值ω和更高纬度
处，ｌｍａｘ还将大幅乃至成倍增大，将进一步改善直
接量距法的可用性，以满足极区用图需要。更小
比例尺海图上，可通过适当放宽阈值ω增大ｌｍａｘ
以便于量测，或者通过绘制等距圆来量测距离。

４　结　语

本文根据极区航海图使用需要，论证了极球
面投影海图上基于直线量测大圆距离的可行性，
并利用小圆线的极球面投影性质，提出了基于等
距圆的极球面投影海图精确便捷的量距方法。研
究表明：极球面投影上大圆航线投影成圆弧，等角
航线投影投影成螺旋线，大圆距离远小于等角距
离，距离量测宜采用大圆距离；极球面投影海图上
直线是由过南极点与航线始末点的小圆线而来，
极区范围内该圆弧与大圆航线的距离差值极小，
用直线代替大圆弧线较精确地量距是可行的；小
圆线经极球面投影后仍为圆，据此可在极球面投
影海图上作等距圆，将任意线段转换到作为海里
尺的经线上精确量距；在合理误差范围内，一定长
度的图上线段可通过在过线段一端的经线上量取

等长线段来直接量距，给出了该长度的估算公式，
过长的线段可分段量测然后相加即可。
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