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基于ＬＭ方法的大姿态角影像空间后方交会
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摘　要：针对低空遥感影像存在大姿态角度的特点，提出采用Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－Ｍａｒｑｕａｒｄｔ（ＬＭ）方法实现影像空间

后方交会模型的收敛解算。基于仿真数据对该方法进行了验证，并与基于单位四元数的无初值依赖算法比较。

结果表明，ＬＭ 方法具有与单位四元数法相当的可靠性；通过选择合适的阻尼因子，ＬＭ法迭代效率更高。

关键词：低空遥感；空间后方交会；单位四元数；Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－Ｍａｒｑｕａｒｄｔ法

中图法分类号：Ｐ２３６　　　文献标志码：Ａ

　　目前，低空无人机平台已逐渐应用到专业摄
影测量领域。共线方程是解算影像外方位元素的
基础模型，通常采用经典的Ｇａｕｓｓ－Ｍａｒｋｏｖ（高斯－
马尔可夫模型）迭代求解［１］。低空遥感平台由于
自身的结构特点，难以提供稳定的姿态。在大姿
态角摄影时，江刚武［２］、闫利［３］等采用单位四元数
代替欧拉角构建影像的共线方程，实现空间后方
交会模型的收敛解算；周拥军［４］采用单位四元数
代替欧拉角（Ｅｕｌｅｒ　Ａｎｇｌｅ）实现了大姿态角条件
下的相对定向模型解算。然而，由于单位四元数
之间存在相关性，基于单位四元数建立的空间后
方交会解算模型需采用附有约束条件的间接平差

方法，降低了算法的稳定性和实用性。

Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－Ｍａｒｑｕａｒｄｔ（ＬＭ）方法的优点是能
够克服法方程系数矩阵病态时迭代过程出错或初

值不当导致不收敛的问题［５－９］。本文采用ＬＭ 方
法，对大姿态角下影像的空间后方交会模型进行
解算，通过模拟数据验证了该方法在影像外方位
元素初值与真值偏差较大时，影像的外方位元素
仍能实现可靠解算。

１　空间后方交会几何模型

影像外方位元素描述了相机的透视中心点在

物方坐标系中的位置及像空间坐标系在物方坐标

系中的角方位元素，一般由三个线方位元素（ＸＳ，

ＹＳ，ＺＳ）和三个独立的角方位元素（φ，ω，κ）表示。

共线条件方程是摄影测量数据处理的理论基础，

是诸如单像空间后方交会等一系列原理的出发

点［１０］。根据摄站点、像点、物点三点共线几何关
系有：

ｘ－ｘ０ ＝

　－ｆａ１
（Ｘ－ＸＳ）＋ｂ１（Ｙ－ＹＳ）＋ｃ１（Ｚ－ＺＳ）

ａ３（Ｘ－ＸＳ）＋ｂ３（Ｙ－ＹＳ）＋ｃ３（Ｚ－ＺＳ）

ｙ－ｙ０ ＝

　－ｆａ２
（Ｘ－ＸＳ）＋ｂ２（Ｙ－ＹＳ）＋ｃ２（Ｚ－ＺＳ）

ａ３（Ｘ－ＸＳ）＋ｂ３（Ｙ－ＹＳ）＋ｃ３（Ｚ－ＺＳ

烅

烄

烆 ）
（１）

式中，（ｘ，ｙ，－ｆ）为像点的像空间坐标；（ｘ０，ｙ０）

为主点的像平面坐标；ｆ为像片的主距；ａｉ、ｂｉ、ｃｉ（ｉ
＝１，２，３）是由三个外方位角元素求得的方向余弦
值。

共线条件方程是影像外方位元素的非线性函

数，采用泰勒级数展开，取一次项进行线性化得误
差方程的矩阵形式：

ｖ＝ＪδＸ－ｌ （２）

式中，

δＸ ＝ ｄＸＳ ｄＹＳ ｄＺＳ ｄφ ｄω ｄ［ ］κ Ｔ；

Ｊ＝
ｃ１１ ｃ１２ ｃ１３ ｃ１４ ｃ１５ ｃ１６
ｃ２１ ｃ２２ ｃ２３ ｃ２４ ｃ２５ ｃ［ ］

２６

。

　　空间后方交会几何模型是一个非线性方程，

一般需采用迭代的方法解算参数［１１］。如果迭代
参数的初始值与真值的偏差过大，迭代收敛速度
较慢，甚至可能不收敛。对于大姿态角下的摄影
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影像，需要考虑不依赖初值的参数求解方法。

２　空间后方交会无初值依赖解算法

２．１　基于单位四元数的空间后方交会
基于单位四元数［２，３］表示的共线方程按泰勒级

数展开，误差方程写为矩阵形式与式（２）一致：

Ｊ＝
ｃ１１ ｃ１２ ｃ１３ ｃ１４ ｃ１５ ｃ１６ ｃ１７
ｃ２１ ｃ２２ ｃ２３ ｃ２４ ｃ２５ ｃ２６ ｃ［ ］

２７

，

δＸ ＝ ｄＸＳ ｄＹＳ ｄＺＳ ｄｑ０ ｄｑ１ ｄｑ２ ｄｑ［ ］３
　　由于采用单位四元数ｑ表示影像的姿态参
数，单位四元数表示的误差方程存在约束条件：

Ｆ（ｑ）＝ｑ２０＋ｑ２１＋ｑ２２＋ｑ２３－１＝０ （３）

　　基于单位四元数的空间后方交会算法需利用
带有附加条件的间接平差模型进行平差求解。常
规解算方法采用高斯－牛顿（Ｇａｕｓｓ－Ｎｅｗｔｏｎ，ＧＮ）
迭代解算外方位元素时，需要假定其雅可比（Ｊａ－
ｃｏｂｉ）迭代矩阵在迭代过程中是满秩的，在雅可比
迭代矩阵是秩亏或者严重病态时，数值迭代方法
面临失效的情况。

２．２　Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－Ｍａｒｑｕａｒｄｔ方法
在数学运算中，ＬＭ方法又称为阻尼最小二乘

法（ｄａｍｐｅｄ　ｌｅａｓｔ－ｓｑｕａｒｅｓ，ＤＬＳ）。ＤＬＳ最早由Ｌｅｖ－
ｅｎｂｅｒｇ［１２］于１９４４年提出，但在当时没有受到重视，
后来 Ｍａｒｑｕａｒｄｔ［６］又重新提出，并在理论上进行了
探讨。所以，ＤＬＳ算法被称为 Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－Ｍａｒ－
ｑｕａｒｄｔ方法。ＬＭ主要用于解决非线函数在参数
空间中的最小值问题，类似于其他的数值最小化算
法，ＬＭ对参数的求解也需要迭代。

Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ的贡献是将ＧＮ公式中法方程系
数阵Ｎ＝ＪＴＪ的对角元素增加一个阻尼因子，非
负的阻尼因子λ在每次迭代过程中对系数阵Ｎ＋
λＩ进行调整。Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ算法的不足是当阻尼因
子λ过大时，Ｎ＋λＩ 的逆矩阵产生失真现象。

Ｍａｒｑｕａｒｄｔ提出对系数阵的每一个对角元素乘以阻
尼因子，可保证梯度较小时代价函数沿梯度方向仍
有较大的变化。Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ提出的公式为：

ＪＴＪ＋λｄｉａｇ（ＪＴＪ［ ］）δＸ ＝Ｊ（Ｌ－ｆ（Ｘ））（４）
式中，ｆ（Ｘ）表示由初始参数Ｘ计算的函数值。
实际应用中，基于ＬＭ方法的参数估计公式为：

Ｘ（ｋ＋１）＝Ｘ（ｋ）＋（ＪＴ（Ｘ（ｋ））Ｊ（Ｘ（ｋ））＋
λ（ｋ）Ｉ）－１　ＪＴ（Ｘ（ｋ））（Ｌ－ｆ（Ｘ（ｋ）））

（５）

式中，ｋ＝１，２，…，ｎ，为迭代的次数；Ｉ为单位阵；
阻尼因子λ的选择与Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ的方法不同，结
合了Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ与 Ｍａｒｑｕａｒｄｔ对阻尼参数选择的
原理，初始赋值：

λ＝τ·ｍａｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）（Ｎｉｉ） （６）

式中，τ＝０．００１；ｉ＝１，２，…，ｍ，表示参数估计的
个数；Ｎｉｉ表示法方程系数矩阵对角元素。
参数迭代解算过程中需要不断更新阻尼因

子。ＬＭ方法保证了参数的全局收敛性。克服迭
代矩阵病态时迭代过程出错或初值不当导致不收

敛的主要方法通过阻尼参数λ进行调整实现。代
价函数减小过快时，则会选择一个较小的阻尼因
子，此时阻尼最小二乘近似于ＧＮ迭代；如果迭代
过程中代价函数值减小太少，阻尼因子增大，提供
一个梯度下降的方向保证代价函数向着减小的方

向移动，具有近似线性收敛速度。所以，ＬＭ 方法
比ＧＮ方法稳健，即使初值严重偏离真值也能得
到最优解。对具有合理起始参数的良性函数，

ＬＭ方法的计算收敛速度要比ＧＮ方法的慢，ＬＭ
方法也被视为参数在信赖域中的ＧＮ方法。
如果观测值的不确定性用协方差变量Σ表

示，则权阵Ｐ＝Σ－１，法方程表示为：
（ＪＴΣ－１　Ｊ＋λＩ）δＸ ＝ＪＴΣ－１ｌ （７）

式中，ｌ表示向量残差。参数解算过程不变。阻
尼因子决定着参数的迭代实现过程，目前常用的
阻尼因子的更新方式主要有两种。

ＬＭ１方法：给定阻尼因子初始值λ＝１０－３，计
算δＸ 使得误差减少，接受该参数增量δＸ，在下一
次迭代之前将λ除以１０；否则将阻尼因子乘以

１０，重新解算增量正规方程。

ＬＭ２方法：阻尼因子λ由式（６）赋初值，阻尼
因子与参数增量的更新由代价函数的增量比例控

制，如式（８）所示：

ρ＝
（‖ｌ‖２－‖Ｌ－ｆ（^Ｘ）‖２）

δＸＴ（λδＸ＋ｂ）
（８）

　　如果ρ＞０，接受参数增量δＸ 并更新参数值。
此时阻尼因子更新为：

λ＝λ·ｍａｘ（１３
，１－（２ρ－１）

３） （９）

否则，拒 绝 参 数 增 量 δＸ，阻 尼 因 子 更 新 为

λ＝λ·ｖ，ｖ＝２·ｖ（ｖ初值为２），重新估计δＸ。

３　算例与分析

空间后方交会计算外方位元素时，至少需要
知道三个地面控制点的大地坐标及其对应的像点

坐标。控制点可以是实地外业测量的结果，也可
以是摄影测量加密或其他方式得到的成果。算法
验证采用文献［２］中的仿真数据，给定９个均匀分
布的地面控制点，如图１所示。

６６５
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图１　控制点的分布

Ｆｉｇ．１　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｃｏｎｔｒｏｌ　Ｐｏｉｎｔｓ

提供三组影像（ＩＭＧ＿４、ＩＭＧ＿５、ＩＭＧ＿６）的外
方位元素，具体见表１；依据共线条件方程式（１）
模拟控制点对应的像点坐标。采用欧拉角表示的

空间后方交会模型，设观测值的权阵为单位阵，分
别采用 ＧＮ、ＬＭ１、ＬＭ２计算模拟数据的外方位
元素。角度限差通常为０．１′［１３］，在此保留至

０．０１′（约为１．６７°×１０－４）。计算结果与文献［２］
中基于单位四元数的无初值依赖空间后方交会方

法比较，如表２所示。
表１　影像外方位元素的真值

Ｔａｂ．１　Ｔｒｕｅ　Ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｉｍａｇｅ　Ｅｘｔｅｒｉｏｒ

Ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎ　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

真值
外方位线元素／ｍ 外方位角元素／（°）

ＸＳ ＹＳ ＺＳ φ ω κ
ＩＭＧ＿４　 １　６２０　 １　６２０　 ２　２５０ －１．６６６　７　１．１６６　７　０．３３３　３
ＩＭＧ＿５　 １　６２０　 １　６２０　 ２　２５０　 ２０．０　 ３０．０　 ４０．０
ＩＭＧ＿６－１　６２０ －１　６２０　 ２　２５０　 ８０．０　 ８０．０　 ４０．０

表２　空间后方交会不同解算方法的结果

Ｔａｂ．２　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　Ｓｐａｃｅ　Ｒｅｓｅｃｔｉｏｎ　Ｂａｓｅｄ　ｏｎ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　Ｍｅｔｈｏｄｓ

方法 参数
外方位线元素／ｍ 外方位角元素／（°）

ＸＳ ＹＳ ＺＳ φ ω κ
迭代次数 备注

Ｇａｕｓｓ－Ｎｅｗｔｏｎ
（ＧＮ）

ＩＭＧ＿４　 １　６２０　 １　６２０　 ２　２５０ －１．６６６　７　１．１６６　７　 ０．３３３　３　 ５ √
ＩＭＧ＿５－９ × × × × × × － ×
ＩＭＧ＿５－６　 １　６２０　 １　６２０　 ２　２５０　 ２０．０　 ３０．０　 ４０．０　 ８ √
ＩＭＧ＿６ × × × × × × ２６ ×

Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－

Ｍａｒｑｕａｒｔ　１（ＬＭ１）

ＩＭＧ＿４　 １　６２０　 １　６２０　 ２　２５０ －１．６６６　７　１．１６６　７　 ０．３３３　３　 １１ √
ＩＭＧ＿５－６　 １　６２０　 １　６２０　 ２　２５０　 ２０．０　 ３０．０　 ４０．０　 １２ √
ＩＭＧ＿６ －１　６２０ －１　６２０　 ２　２５０　 ８０．０　 ８０．０　 ４０．０　 ２１ √

Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－

Ｍａｒｑｕａｒｔ　２（ＬＭ２）

ＩＭＧ＿４　 １　６２０　 １　６２０　 ２　２５０ －１．６６６　７　１．１６６　７　 ０．３３３　３　 １７ √
ＩＭＧ５－６　 １　６２０　 １　６２０　 ２　２５０　 ２０．０　 ３０．０　 ４０．０　 １８ √
ＩＭＧ＿６ －１　６２０ －１　６２０　 ２　２５０　 ８０．０　 ８０．０　 ４０．０　 ３２ √

基于单位四元

数的空间

后方交会［２］

ＩＭＧ＿４　 １　６２０　 １　６２０　 ２　２５０ －１．６６６　７　１．１６６　７　 ０．３３３　３　 ６ √
ＩＭＧ＿５　 １　６２０　 １　６２０　 ２　２５０　 ２０．０　 ３０．０　 ４０．０　 ２１ √
ＩＭＧ＿６ －１　６２０ －１　６２０　 ２　２５０　 ８０．０　 ８０．０　 ４０．０　 ２９ √

　　分析表２的结果可得出以下结论。

１）在大姿态角条件下，从迭代效率方面比
较，ＬＭ 解算欧拉角表示的空间交会模型要优于
基于单位四元数的无初值依赖的空间后方交会模

型参数解算。

２）对文献［２］中的模拟数据进行解算，ＩＭＧ＿

４在较小的姿态下采用ＧＮ、ＬＭ 方法均收敛；而

ＩＭＧ＿５在９个点参与解算时均发散。分析发现，
原始数据ＩＭＧ＿５的前３个控制点虽然满足共线
条件模型，但严重失真，将其视为粗差删除后仿真
数据变为ＩＭＧ＿５－６，此时迭代过程收敛；ＩＭＧ＿６
由于初值严重偏离真实值，ＧＮ 解算发散，而

ＬＭ１、ＬＭ２则可实现收敛。

３）比较ＬＭ１与ＬＭ２方法，阻尼因子的不同
影响迭代的效率。

４　结　语

低空无人机遥感是介于常规航空摄影测量与

近景摄影测量之间的一种摄影作业模式，计算机
视觉领域中的模型算法可用于处理低空无人机影

像数据，具有一定的应用前景。相比ＧＮ迭代过
程及基于单位四元数的空间后方交会模型，附加
阻尼因子的ＬＭ 方法从模型解算方法上实现了
对初值选择的无依赖性，具有与单位四元数法相
当的可靠性和稳定性。通过选择合适的阻尼因
子，ＬＭ 法迭代效率更高。但是，相比 ＧＮ 迭代
法，ＬＭ方法需要更多的迭代次数，下一步将对优
化迭代次数的方法进行研究。
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