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一种伪随机脉冲的快速参数估计方法
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摘　要：在精密定轨中，附加伪随机脉冲能够很好地弥补力学模型精度不足的问题，然而由于伪随机脉冲数量

通常较多，如果利用常规最小二乘方法直接进行参数估计，会严重降低计算效率。针对这一问题，给出了一种

基于参数预消除与回代思想的伪随机脉冲参数快速估计方法，实测算例表明，利用本文方法，能够获得与常规

最小二乘方法相同的参数估值，但本文方法在计算效率上要明显优于后者。
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　　影响卫星定轨精度的因素包括数据处理方
法、观测量精度以及力学模型精度［１，２］。目前，数
据处理方法日趋成熟［３－５］，观测量精度也在不断提
高［６，７］，但是，由于对某些摄动力的物理机制认识
不足，力学模型的缺陷正在成为限制卫星精密定
轨精度进一步提高的主要因素［８］，例如ＧＰＳ等导
航卫星的光压模型［９］、ＬＥＯ卫星的大气阻力模
型［１０］等。

提高力学模型精度的方法大体上可分为以下

两类：① 分析摄动力物理机制，对摄动力进行更
高精度的建模；② 对不完善的力学模型进行一定
的补偿。前者治本，但是较难实现；后者虽仅是治
标，不过借助一定的数学方法更易实现，此外，通
过补偿的方法提高定轨精度，反之也有助于对摄
动力的物理机制进行更深入的分析。文献［１１］提
出以随机型的力学方程代替确定型的力学方程；
文献［１２］提出以傅里叶级数来近似未知力，文献
［１３］以级数展开为基础构建了 ＥＣＯＭ 光压模
型［１４－１５］；文献［１６］提出以经验加速度弥补力学模
型的不足；文献［１７］在星载ＬＥＯ精密定轨中对比
了几种不同经验加速度模型的实际应用效果。在
所有这些力学模型补偿方法中最常用的是附加伪

随机脉冲的方法。
该方法最初是由Ｂｅｕｔｌｅｒ等于１９９４年提出，

并首先应用于 ＧＰＳ卫星精密定轨［１３］，而后拓展

到星载ＬＥＯ卫星精密定轨［８，１７］，其在弥补力学模
型缺陷、提高轨道（特别是ＬＥＯ轨道）精度方面发
挥了重要作用。但是，这种方法通常需要引入较
多的伪随机脉冲参数，如果用常规方法进行参数
估计，将会涉及大维数法矩阵的求逆运算，严重影
响处理效率。
鉴于此，本文在研究了伪随机脉冲特性的基

础上，给出了一种针对伪随机脉冲的参数快速估
计方法。这一方法利用伪随机脉冲的特性，借助
参数预消除与回代的思想，有效地规避了对大维
数法矩阵的求逆运算，能够较好地降低伪随机脉
冲对参数估计效率的不利影响。在此基础上，本
文以ＧＲＡＣＥ卫星（ＬＥＯ）实测数据为例，考察了
伪随机脉冲对力学模型的补偿作用，并验证了本
文方法的正确性。

１　伪随机脉冲

顾名思义，“伪”是指伪随机脉冲发生的时刻
是预先定义和可控的；“随机”是指伪随机脉冲具
有先验协方差信息；“脉冲”是指伪随机脉冲是瞬
间变量。伪随机脉冲的特点是在给定时刻定义瞬
间卫星速度增量，其对卫星轨道的影响为：卫星位
置在整个区间上连续，但是卫星速度在脉冲发生
时刻产生跳变。设在ｔｉ时刻增加伪随机脉冲，大
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小为ｖｉ、方向为ｅ（ｔｉ），则其对卫星运动的影响可
表示为：

Δｖ（ｔ）＝ｖｉ·δ（ｔ－ｔｉ）·ｅ（ｔ） （１）

式中，δ（ｔ－ｔｉ）＝
１，ｔ＝ｔｉ
０，ｔ≠ｔ｛ ｉ

。

在卫星精密定轨中，如果力学模型精度不足，
而又难以建立新的更高精度的力学模型，则通常
会在原有力学模型的基础上，以一定时间间隔沿
特定方向（通常为轨道的径向、切向和法向）增加
估计伪随机脉冲，从而达到在一定程度上弥补力
学模型缺陷的目的。伪随机脉冲的时间间隔与卫
星受力特点有关，例如ＬＥＯ卫星通常每十几分钟
就要估计一组伪随机脉冲，仅处理１ｄ弧段的数
据，就需要估计近百组的伪随机脉冲参数。
本文首先介绍了利用常规最小二乘方法估计

伪随机脉冲的基本原理，在此基础上，给出了一种
伪随机脉冲的快速参数估计方法。

２　常规最小二乘方法

为讨论问题方便，这里首先假设定轨中的待
估参数仅包括６个密切轨道元素和ｎ个伪随机脉
冲。在定轨弧段［ｔ０，ｔｎ］中，以附加伪随机脉冲的
历元ｔｉ，ｉ＝１，…，ｎ－１为界，将整个定轨弧段分成
ｎ＋１个区间。在区间［ｔｉ，ｔｉ＋１）上，经线性化的观
测方程可表示为：

∑
６

ｋ＝１

ｏ　ｒ０（ｔｌ（ ））
Ｅｋ

·ΔＥｋ＋

∑
ｉ

ｍ＝１
∑
３

ｊ＝１

ｏ　ｒ０（ｔｌ（ ））
Δｖｍｊ

·Δｖｍｊ－Δｌ ＝εｌ （２）

式中，ｔｌ∈［ｔｉ，ｔｉ＋１）表示观测历元；ｒ０（ｔｌ）表示ｔｌ 时
刻的卫星位置向量，由给定初值的卫星运动微分
方程积分获得；ｏ　ｒ０（ｔｌ（ ））表示观测函数；Ｅｋ 表示
参考时刻的密切轨道元素，ΔＥｋ 为对应初值的改
正量；Δｖｍｊ表示附加的伪随机脉冲，ｍ标识伪随机
脉冲的个数，ｊ标识伪随机脉冲的分量；Δｌ 表示

ｔｌ时刻观测量实测值与理论值之差，即Ｏ－Ｃ；εｌ 表
示观测噪声。
进一步，有：

ｏ　ｒ０（ｔｌ（ ））
Ｅｋ ＝ ! ｏ　ｒ０（ｔｌ（ ）（ ）［ ］） Ｔ·ｚｋ（ｔｌ）（３）

ｏ　ｒ０（ｔｌ（ ））
Δｖｍｊ

＝ ! ｏ　ｒ０（ｔｌ（ ）（ ）） Ｔ·ｚｍｊ（ｔｌ） （４）

其中，
! ｏ　ｒ０（ｔｌ（ ）（ ）［ ］） Ｔ ＝

ｏ　ｒ（ ）０
ｒ０，１

（ｔｌ） ｏ　ｒ（ ）０
ｒ０，２

（ｔｌ） ｏ　ｒ（ ）０
ｒ０，３

（ｔｌ（ ））；

ｚｋ（ｔｌ）＝
ｒ０（ｔｌ）
Ｅｋ
为ｔｌ时刻状态转移矩阵的第ｋ列

元素，通过求解变分方程获得［３］；ｚｍｊ（ｔｌ）＝
ｒ０（ｔｌ）
Δｖｍｊ

为ｔｌ时刻参考轨道位置关于伪随机脉冲的偏导
数，可以证明其满足变分方程，由偏微分方程相关
理论［１８－１９］可知：ｚｍｊ（ｔ）可以表示为ｚｋ（ｔ）元素的线
性组合，则有：

ｚｍｊ（ｔ）＝
０，ｔ＜ｔｍ

∑
６

ｋ＝１
βｍｊ，ｋ·ｚｋ（ｔ），≥ｔ

烅
烄

烆 ｍ

（５）

式中，系数βｍｊ，ｋ的求取按照式（６）获得：

ｚｍｊ（ｔｍ）＝０；ｚｍｊ（ｔｍ）＝ｅｍｊ （６）
式中，ｅｍｊ表示伪随机脉冲的方向向量。
将式（４）和式（３）代入式（２），有：

∑
６

ｋ＝１

! ｏ　ｒ０（ｔｌ（ ）（ ）［ ］） Ｔ·ｚｋ（ｔｌ）· ΔＥｋ｛ ＋

∑
ｉ

ｍ＝１
∑
３

ｊ＝１
βｍｊ，ｋ·Δｖｍ ｝ｊ －Δｌ ＝εｌ

（７）

进一步地，将式（７）表示为矩阵形式，则在区间

ｔｉ，ｔｉ［ ）＋１ 中，观测方程可表示为：

Ａｉ·ΔＥ＋Ａｉ·∑
ｉ

ｍ＝１
Ｂｍ·Δｖｍ －ΔΦｉ ＝εｉ（８）

其中，

Ｂｍ ＝

βｍ１，１ βｍ２，１ βｍ３，１

βｍ１，２ βｍ２，２ βｍ３，２
 

βｍ１，６ βｍ２，６ βｍ３，

烄

烆

烌

烎６

；Δｖｍ ＝
Δｖｍ１
Δｖｍ２
Δｖｍ

烄

烆

烌

烎３

至此，可以按照常规最小二乘方法，利用ｎ＋１个
区间中的所有观测方程，直接进行参数估计。然
而，为了提高定轨精度，通常附加的伪随机脉冲数
量较多，如果直接按照以上方法进行参数估计，会
涉及大维数矩阵求逆等问题，严重影响计算效率。
针对这一问题，这里给出一种快速参数估计方法，
其基本思路是利用伪随机脉冲的历元参数特性，
借助参数预消除和回代的方法对伪随机脉冲进行

估计。

３　快速参数估计方法

设区间 ｔｉ－１，ｔ［ ）ｉ 到 ｔｉ，ｔｉ［ ）＋１ 的密切元素改变

是由３个伪随机脉冲Δｖｉｊ，ｊ＝１，２，３引起的，则
有：

ΔＥｉｋ ＝ΔＥｉ－１ｋ ＋∑
３

ｊ＝１
βｉｊ，ｋ·Δｖｉｊ，ｋ＝１，２，…，６

（９）
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其矩阵形式，可表示为：

ΔＥｉ ＝ΔＥｉ－１＋Ｂｉ·Δｖｉ （１０）
由式（１０）得：

ΔＥｉ－１ ＝ Ｉ６ －Ｂ（ ）ｉ ·
ΔＥｉ
Δｖ
烄

烆

烌

烎ｉ
（１１）

假定截止ｔｉ历元，所有观测量形成的法方程系统
可表示为：

Ｎｉ－１·ΔＥｉ－１ ＝ｂｉ－１ （１２）

其中，当ｉ＝１时，有：

Ｎ０ ＝ＡＴ０Ｐ０Ａ０ （１３）

Ｂ０ ＝ＡＴ０Ｐ０ΔΦ０ （１４）

当ｉ＞１时，有：

Ｎｉ－１ ＝Ｎ＊
ｉ－２＋ＡＴｉ－１Ｐｉ－１Ａｉ－１ （１５）

Ｂｉ－１ ＝ｂ＊ｉ－２＋ＡＴｉ－１Ｐｉ－１ΔΦｉ－１ （１６）

式中，Ｎ＊
ｉ－２与ｂ＊ｉ－２的定义参见式（２０）和式（２１）。
将式（１１）代入式（１２），并在等式两端乘以

Ｉ６ －Ｂ（ ）ｉ Ｔ，得：

Ｎｉ－１ －Ｎｉ－１Ｂｉ
－ＢＴｉＮｉ－１ ＢＴｉＮｉ－１Ｂ
烄

烆

烌

烎ｉ

ΔＥｉ
Δｖ
烄

烆

烌

烎ｉ
＝

Ｂｉ－１
－ＢＴｉｂｉ－
烄

烆

烌

烎１
（１７）

式（１７）是高效算法的关键所在，只有进行如上的
参数转换，才有可能对伪随机脉冲进行预消除。
考虑伪随机脉冲的先验约束，式（１７）变为：

Ｎｉ－１ －Ｎｉ－１Ｂｉ
－ＢＴｉＮｉ－１ ＢＴｉＮｉ－１Ｂ［ ］ｉ
烄

烆

烌

烎′
ΔＥｉ
Δｖ
烄

烆

烌

烎ｉ
＝

ｂｉ－１
－ＢＴｉｂｉ－
烄

烆

烌

烎１
（１８）

其中，ＢＴｉＮｉ－１Ｂ［ ］ｉ′＝ＢＴｉＮｉ－１Ｂｉ＋Ｗ。
在式（１８）中，对伪随机参数进行预消除，得：

Ｎ＊
ｉ－１·ΔＥｉ ＝ｂ＊ｉ－１ （１９）

其中，

Ｎ＊
ｉ－１ ＝Ｎｉ－１－Ｎｉ－１Ｂｉ ＢＴｉＮｉ－１Ｂ［ ］ｉ（ ）′ －１　ＢＴｉＮｉ－１

（２０）

ｂ＊ｉ－１ ＝Ｂｉ－１－Ｎｉ－１Ｂｉ ＢＴｉＮｉ－１Ｂ［ ］ｉ（ ）′ －１　ＢＴｉＢｉ－１
（２１）

利用式（１３）～式（１６）及式（２０）和式（２１），对法方
程式（１２）进行更新，直到ｉ＝ｎ。注意：不必在ｔｎ
历元建立伪随机脉冲Δｖｎ，因此有：

ΔＥｎ－１ ＝Ｎ－１ｎ－１ｂｎ－１ ＝Ｑｎ－１ｂｎ－１ （２２）

可见，在求取ΔＥｎ－１的过程中，虽然可以同时获得

ΔＥｉ，ｉ＝０，１，…，ｎ－２，但是无需对其进行显式求
取，因为这些中间结果事实上仅是基于区间

ｔ０，ｔｉ［ ）＋１ ，ｉ＝０，１，…，ｎ－１上相应观测数据的滤
波结果，而并不是基于所有观测数据的最终估值，
其精度必然受限。正确的求解方法如下：在获得

ΔＥｎ－１之后，启动回代过程，根据式（１８），有：

Δｖｉ ＝ ＢＴｉＮｉ－１Ｂ［ ］ｉ｛ ｝′ －１　ＢＴｉＮｉ－１ΔＥｉ－ＢＴｉｂｉ－［ ］１
（２３）

其中，ｉ＝ｎ－１；ΔＥｉ由式（２２）获得；其他各项已经
在求取ΔＥｎ－１的过程中获得。
至此，我们可以获得ΔＥｎ－１和Δｖｎ－１的估值，

而后，利用式（１１）可获得 ΔＥｎ－２的估值，再根据
式（２３）获得Δｖｎ－２的估值。如此叠代，直到获得
初始密切元素ΔＥ０ 和所有附加伪随机脉冲Δｖｉ，

ｉ＝１，…，ｎ－１的估值。
可以证明，利用以上方法获得的参数估值与

常规最小二乘方法在数值上完全相同，而本文方
法有效地规避了大维数法矩阵的组建和求逆，其
计算效率要远高于传统方法。此外，实际应用中，
还涉及模糊度等其他参数［２０］，我们只要将所有参
数进行分组：① 不需要进行预消除的参数；② 需
要进行预消除的参数。而后，对原来的 ΔＥｉ 和

Δｖｉ参数进行扩展，得到Δ珟Ｅｉ和Δ珓ｖｉ，即可参照以
上算法进行参数估计。

４　算例分析

这里首先验证本文方法的正确性，选 取

２０１３－０５－１３ＧＲＡＣＥ　Ａ卫星１ｄ的ＧＰＳ双频观

测数据，采样间隔１０ｓ，进行定轨实验。ＧＲＡＣＥ

Ａ卫星是２００２年发射升空的一颗ＬＥＯ卫星，其
与ＧＲＡＣＥ　Ｂ卫星相互配合共同完成高精度重力
场的测量任务［２１］。为了便于对比分析，实验中采

用以下两种方案进行定轨处理，并将所得到结果

与ＪＰＬ提供的事后精密星历进行对比，以评估定

轨精度。

方案１　利用经典动力学方法进行ＬＥＯ定

轨，但在力学模型中不考虑大气阻力，数据处理策

略见表１。

方案２　在方案１处理策略的基础上，每１５

ｍｉｎ在径向、切向和法向附加一组伪随机脉冲，共

９６组伪随机脉冲，分别采用常规最小二乘方法和

本文方法进行参数估计。

图１给出了方案１和方案２径向（Ｒ）、沿迹
（Ｔ）和法向（Ｎ）的定轨误差变化情况，表２对定
轨结果进行了统计。由于方案２中常规最小二乘

方法与本文方法所得结果完全相同，所以图１和

表２中方案２仅以一种结果作为代表。

由图１可见，由于没有考虑大气阻力，方案１
中动力法定轨精度受限，仅在ｄｍ量级，特别地，
由于大气阻力主要影响在沿迹方向，导致这一方
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图１　方案１与方案２定轨结果图

Ｆｉｇ．１　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ＬＥＯ　Ｏｒｂｉｔ　Ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ　ｆｒｏｍ　Ｃａｓｅ　１ａｎｄ　Ｃａｓｅ　２

向的精度明显低于其他方向；方案２中附加伪随机
脉冲之后，Ｒ、Ｔ、Ｎ 方向定轨精度都得到了不同程
度的提高，特别是沿迹方向精度的改善最为明显。
由表２可见，附加伪随机脉冲之后，Ｒ、Ｔ、Ｎ

方向定轨精度分别由０．１４８ｍ、０．４５０ｍ、０．１４８ｍ
提高到０．０８３ｍ、０．０６５ｍ、０．０５１ｍ，Ｔ方向精度
得到较大幅度改善，基本达到了与Ｒ、Ｎ 方向相当
的精度水平。

表１　数据处理策略

Ｔａｂ．１　Ｓｔｒａｔｅｇｙ　ｏｆ　Ｄａｔａ　Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ
类别 模型与参数

观测量 非差消电离层组合相位和伪距观测量

卫星高度截止角 ３°
数据处理采样率 １０ｓ
ＧＰＳ轨道钟差 使用ＩＧＳ最终精密产品
对流层改正 无

电离层改正 消除

相对论改正 广义相对论效应

潮汐改正 ＩＥＲＳ２００３
地球自转形变 ＩＥＲＳ２００３
相位中心 ＩＧＳ０５模型
地球重力场 ＥＩＧＥＮ２　７０×７０阶
Ｎ体引力 ＪＰＬ　ＤＥ２００（日、月）
固体潮 ＴＩＤＥ２０００
海潮 ＣＳＲ３０
相对论效应 ＩＥＲＳ　２００３
太阳光压 ＥＣＯＭ模型
模糊度参数 非差模糊度估计

ＬＥＯ接收机钟差 历元参数估计

ＬＥＯ轨道参数 ６个卫星状态参数＋９个光压参数

　　以上结果表明，伪随机脉冲能够很好地弥补
力学模型不完善对定轨精度的不良影响，利用本
文方法能够实现对伪随机脉冲的正确有效估计。
为了进一步说明本文方法在计算效率上的优势，
取ＧＲＡＣＥ　Ａ 卫星４ｈ和８ｈ两段弧段，分别按
照１ｍｉｎ、２ｍｉｎ、３ｍｉｎ、５ｍｉｎ、６ｍｉｎ、９ｍｉｎ、１０
ｍｉｎ和１５ｍｉｎ间隔增加伪随机脉冲参数，并按照
常规最小二乘方法和本文方法同时进行参数估

计，图２给出了计算耗时的对比情况，图３以Ｒ、

Ｔ、Ｎ 等３个方向的平均ＲＭＳ为精度指标给出了
伪随机脉冲时间间隔的不同对定轨精度的影响

情况。
由图２结果可见，本文快速参数估计方法在

计算效率上明显优于常规最小二乘方法，而且随
着定轨弧长增长，常规方法计算耗时迅速增大，而
本文方法却依然能够保持较高的计算效率。由图

３的结果可见，虽然利用本文方法能够以较高效
率对伪随机脉冲进行参数估计，但是伪随机脉冲
越密集，定轨精度并不一定越高。实际定轨中，应
结合定轨弧长及卫星运动特点，附加适当数目的
伪随机脉冲。此外，在一定范围内，定轨弧长越
长，虽然需要消耗更多的计算时间，但是能够积累
更多的观测信息，有助于定轨精度的提高，应该综
合考虑精度和效率要求，选择适当的定轨弧长。

表２　方案１与方案２定轨结果统计表

Ｔａｂ．２　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ　ｏｆ　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ＬＥＯ　Ｏｒｂｉｔ　Ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ　ｆｒｏｍ　Ｃａｓｅ　１ａｎｄ　Ｃａｓｅ　２

Ｒ／ｍ　 Ｔ／ｍ　 Ｎ／ｍ
方案１ 方案２ 方案１ 方案２ 方案１ 方案２

最大值 ０．１４８　 ０．３４７　 １．２４４　 ０．２７４　 ０．４１３　 ０．１６８
最小值 －０．４０３ －０．１７６ －１．１０４ －０．２６５ －０．４５６ －０．１８３
平均值 －０．１１２　 ０．０６２　 ０．０３７　 ０．００８　 ０．０４５　 ０．００８
ＲＭＳ　 ０．１４８　 ０．０８３　 ０．４５０　 ０．０６５　 ０．１４８　 ０．０５１
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图２　计算耗时统计图

Ｆｉｇ．２　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ　ｏｆ　Ｃｏｍｐｕｔｅｒ　Ｔｉｍｅ

图３　定轨精度统计图

Ｆｉｇ．３　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ　ｏｆ　Ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ　ｏｆ　Ｏｒｂｉｔ　Ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ

５　结　语

本文研究了伪随机脉冲的特性，结合参数预
消除与回代思想，给出了一种针对伪随机脉冲的
参数快速估计方法，并利用星载ＧＰＳ低轨卫星实
测数据对相关方法进行了验证，结果表明，伪随机
脉冲对弥补力学模型缺陷具有显著作用，本文给
出的方法可以对伪随机脉冲进行正确有效的估

计，结果与常规最小二乘方法精度相同，但相比常
规最小二乘方法，本文方法在计算效率上具有明
显优势。在力学模型不甚完善的条件下，利用本
文方法，在精密定轨中附加适当数量的伪随机脉
冲，能够在提高定轨精度的同时，显著改善计算
效率。
特别需要指出的是，本文虽然以星载低轨卫

星数据对算法进行实验验证，但是相关方法同样
适用于导航卫星精密定轨，我国的北斗系统正处
于建设发展初期，力学模型的研究完善还需要一
个过程，在此条件下，利用适当的力学补偿方法以
提高北斗卫星精密轨道精度，对北斗的推广应用
具有重要意义，本文方法在北斗卫星精密定轨中
的具体应用及实际效果，尚需作进一步的分析
研究。
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