
第３９卷 第９期
２０１４年９月

武 汉 大 学 学 报 · 信 息 科 学 版
Ｇｅｏｍａｔｉｃｓ　ａｎｄ　Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　Ｓｃｉｅｎｃｅ　ｏｆ　Ｗｕｈａｎ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ

Ｖｏｌ．３９Ｎｏ．９
Ｓｅｐｔ．２０１４

收稿日期：２０１４－０７－２５

项目来源：国家自然科学基金资助项目（４１２０４００６）；陕西省教育厅专项资助项目（２０１３ＪＫ０９６０）。

第一作者：师芸，博士，副教授，主要从事大地测量数据处理研究。Ｅ－ｍａｉｌ：ｓｈｉｙｕｎ０９０８＠ｈｏｔｍａｉｌ．ｃｏｍ

ＤＯＩ：１０．１３２０３／ｊ．ｗｈｕｇｉｓ２０１３０３５５ 文章编号：１６７１－８８６０（２０１４）０９－１０３３－０５

加乘性混合误差模型参数估计方法及其应用
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摘　要：扩展乘性误差模型的参数估计方法至加乘性混合误差模型，推导了其参数最小二乘、加权最小二乘参

数估计，并在偏差分析的基础上推导了偏差改正加权最小二乘估计。模拟计算和分析验证了偏差改正加权最

小二乘适用于加乘性混合误差模型的大地测量数据处理，具有二阶近似无偏性，且精度较高。
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　　随着现代测绘技术的快速发展，以电磁波为
载体的测量信号的误差表现为加性误差、乘性误
差或加乘性混合误差。尽管乘性误差模型已经有
了大量的理论和应用研究成果，但在大地测量领
域相关研究几近空白。因此，在大地测量数据处
理领域，针对乘性或加乘性混合误差模型，迫切需
要研究相应的平差方法，丰富并完善大地测量数
据处理理论。
乘性误差模型的平差方法可以分为拟似然法

与最小二乘法两类。其中，拟似然法已经发展成
为乘性误差模型参数估计的主流方法［１－５］。拟似
然法的主要问题包括：① 目标函数不明确。尽
管已证明如果观测量的概率密度函数为指数分

布，拟似然法等同于极大似然法，但众所周知，大
地测量观测数据一般服从正态分布而不是指数分

布。从这个意义上说，拟似然法在指数分布族下
的最优性可能不再适用于大地测量观测数据；

② 从数值解算的角度来讲，拟似然法完全由一
组非线性方程组决定，当存在多组解时，无法确定
哪个解是拟似然解。
乘性误差模型平差的最小二乘法由文献［６］

提出。因为加权最小二乘法是有偏估计，文献［６］
进一步提出了偏差改正加权最小二乘参数估计

法，本文进一步完善文献［６］的工作，把乘性误差
模型的偏差改正加权最小二乘参数估计方法推广

到加乘性混合误差模型。本文首先分别推导出该
模型下的最小二乘估计和加权最小二乘估计；其
次，在对加权最小二乘估计进行偏差分析的基础

上，导出模型参数的偏差改正最小二乘解；最后，
将所推导的理论与方法应用到ＬｉＤＡＲ数据处理
中，根据模拟的ＬｉＤＡＲ数据分析比较计算结果。

１　加乘性混合误差模型的表达及其
参数估计

　　给定一组大地测量观测值ｙｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ），

则其线性加乘性混合误差模型可以表达为：

ｙｉ ＝ （ｘＴｉβ）（ｌ＋εｍｉ）＋εａｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ （１）
其矩阵形式为：

ｙ＝Ｘβ⊙（１＋εｍ）＋εａ （２）
式中，⊙是向量或者矩阵的 Ｈａｄａｍａｒｄ乘积；ｙ是

ｎ×１阶观测值向量；Ｘ是ｎ×ｔ阶设计矩阵；β是ｔ
×１阶未知参数向量；ｌ＝［１　１　…　１］Ｔ；εｍｉ和

εａｉ分别是零均值随机乘性误差和加性误差，εｍ 和

εａ 分别是其向量表达式。
对于任意两个一般的乘性和加性误差的方差

协方差矩阵Σｍ ＝σ２ｍＱｍ，Σａ＝σ２ａＱａ，如果Ｑｍ 和Ｑａ
都是正定阵，总可以利用Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解，通过观
测值和参数的线性变换，把Ｑｍ 和Ｑａ 转换成单位
阵。因此，不失一般性，假设乘性误差εｍ 和加性
误差εａ 彼此独立且各自具有相同的方差，即Σｍ
＝σ２ｍＩ，Σａ＝σ２ａＩ，ｃｏｖ（εｍ，εａ）＝０，则可以获得加乘
性混合误差模型观测值的期望和方差阵分别为：

Ｅ（ｙ）＝Ｘβ （３）

Σｙ ＝ｄｉａｇ（（ｘＴｉβ）２）σ２ｍ ＋Ｉσ２ａ （４）

其中，σ２ｍ 和σ２ａ 分别为εｍ 和εａ 的单位权方差；ｄｉａｇ



武 汉大学学报·信息科学版 ２０１４年９月

（（ｘＴｉβ）２）为对角线上元素为（ｘＴｉβ）２ 的对角阵。
可以看出，在加乘性混合误差模型中，观测值的方
差 －协方差阵与未知参数β有关，是未知参数的函
数。

１．１　加乘性混合误差模型的最小二乘估计
应用普通最小二乘准则于模型（１），得目标函

数：

ｍｉｎ：Ｆ１ ＝ （ｙ－Ｘβ）Ｔ（ｙ－Ｘβ） （５）
目标函数（９）的最优解就是β的最小二乘估计，
即：

β^ＬＳ＝ （ＸＴＸ）－１　ＸＴｙ （６）
根据式（６），我们可以证明，线性加乘性混合误差
模型的普通最小二乘估计β^ＬＳ是未知参数β的无
偏估计，但不具有最优性，即方差最小性。

１．２　加乘性混合误差模型的加权最小二乘估计
加乘性混合误差模型加权最小二乘准则的目

标函数为：

ｍｉｎ：Ｆ＝ （ｙ－Ｘβ）ＴΣ－１ｙ （ｙ－Ｘβ） （７）
对式（７）求未知参数β的偏导数，并令其等于０
有：

２ＸＴ^Σ－１ｙ （Ｘ^βＷＬＳ－ｙ）＋

（ｙ－Ｘ^βＷＬＳ）Ｔ^Σ
－１
ｙ

β１
（ｙ－Ｘ^βＷＬＳ）



（ｙ－Ｘ^βＷＬＳ）Ｔ^Σ
－１
ｙ

βｔ
（ｙ－Ｘ^βＷＬＳ

熿

燀

燄

燅
）

＝０ （８）

其中，^βＷＬＳ是β的加权最小二乘估计；^Σｙ 是Σｙ 的
估值。应用矩阵微分原理，并记Ｄ１＝ｄｉａｇ（ｘＴｉβ），

ｘｉ＝［ｘ１ｉ　ｘ２ｉ　…　ｘｎｉ］Ｔ，有：

^Σ－１ｙ
βｉ

＝ －２σ２ｍｄｉａｇ（ｘｉ）Ｄ１
［（ｘＴｉ^βＷＬＳ））２σ２ｍ ＋σ２ａ］２

（９）

将式（９）代入式（８）得：

ＸＴ^Σ－１ｙ Ｘ^βＷＬＳ）－ＸＴ^Σ－１ｙｙ－Ｖε＝０ （１０）

其中，ｄｉａｇ（ｘｉ）表示对角元素为ｘｊｉ（ｊ＝１，２，…ｎ）
的对角阵；

Ｖε＝
（ｙ－Ｘ^βＷＬＳ））Ｔσ２ｍ^Σ－２

ｙｄｉａｇ（ｘ１）^Ｄ１（ｙ－Ｘ^βＷＬＳ））


（ｙ－Ｘ^βＷＬＳ））Ｔσ２ｍ^Σ－２
ｙｄｉａｇ（ｘｔ）^Ｄ１（ｙ－Ｘ^βＷＬＳ

熿

燀

燄

燅））

（１１）

　　求解方程（１０），得加乘性混合误差模型的（形
式）解为：

β^ＷＬＳ＝ （ＸＴ^Σ－１ｙ Ｘ）－１　ｘＴ^Σ－１ｙＹ＋（ｘＴ^Σ－１ｙ Ｘ）－１Ｖε
（１２）

即使信号ｘＴｉβ是线性的，因为^Σｙ 与Ｖε 都是β^ＷＬＳ的

函数，加权最小二乘参数估计本质上说是观测值

的非线性函数。由非线性回归分析可知，函数的
非线性特性必将使估计产生偏差。因此，在加乘
性混合误差模型中，加权最小二乘估计将不再具
有无偏的统计特性。

２　加乘性混合误差模型的加权最小
二乘估计偏差分析

　　在对模型的加权最小二乘估计进行偏差分析
之前，先在未知参数的真值β处，对观测值的方
差协方差阵Σ－１ｙ 进行泰勒级数的一阶近似展开，

得：

Σ^－１ｙ ＝Σ－１ｙ ＋δΣ－１
ｙ （１３）

其中，

δΣ－１
ｙ ＝ｄｉａｇ

２σ２ｍ（ｘＴｉβ）（ｘＴｉｒ）
［（ｘＴｉβ）σ２ｍ ＋σ２ａ］｛ ｝２ （１４）

式（１８）中，ｒ为观测值的残差值，即：

ｒ＝ｙ－Ｘ^β （１５）

若记加权最小二乘估计与其真值之差为ｂ，则有：

ｂ＝β^ＷＬＳ－β＝Ａε＋ｂβ （１６）

式中，ε＝［εＴｍ　εＴａ］Ｔ，Ａ和ε无关，是一个确定的

系数矩阵；ｂβ 是ε 的二次型。将式（１６）代入式
（１５）得：

ｒ＝ （Ｘβ）⊙εｍ ＋εａ－Ｘｂ＝ （Ｘβ）⊙

εｍ ＋εａ－ＸＡε－Ｘ　ｂβ （１７）

再将式 （１６）、（１３）和（２）代入式（１０）得：

ＸＴ（Σ－１ｙ ＋δΣ－１
ｙ ）Ｘ（β＋ｂ）－ＸＴ（Σ－１ｙ ＋

δΣ－１
ｙ ）［（Ｘβ）⊙（ｌ＋εｍ）＋εａ］－Ｖε＝０

化简得：

ＸＴΣ－１ｙ Ｘｂ＋ＸＴδΣ－１
ｙ Ｘｂ－ＸＴΣ－１ｙ ｛（Ｘβ）⊙

εｍ｝－ＸＴΣ－１ｙεａ－ＸＴδΣ－１
ｙ ｛（Ｘβ）⊙εｍ｝－

ＸＴδΣ－１
ｙεａ－Ｖε＝０ （１８）

若仅仅保留等式（１８）中等号左边项中关于ε＝
（εｍεａ）的二阶项，忽略其所有的一阶项和高于二
阶的高阶项，并令

ｃ＝－ＸＴδΣ－１
ｙ ＸＡε＋ＸＴδΣ－１

ｙ ［（Ｘβ）⊙εｍ］＋

ＸＴδΣ－１
ｙεａ

记ｅｉ＝［０　０…　０　１　０　…　０］，即第ｉ个元
素为１，其余元素都为０，则在若干数学推导后ｃ
向量变为：

ｃ＝－ＸＴ

σ２ｍ（ｘＴ１β）ｘＴ１Ａε
［（ｘＴ１β）２σ２ｍ ＋σ２ａ］２



σ２ｍ（ｘＴｎβ）ｘＴｎＡε
［（ｘＴｎβ）２σ２ｍ ＋σ２ａ］

熿

燀

燄

燅
２

＋
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ＸＴ

σ２ｍ（ｘＴ１β）εＴ　ＡＴｘ１ｅ１｛（ｘＴ１β）⊙εｍ ＋εａ｝
［（ｘＴ１β）２σ２ｍ ＋σ２ａ］２



σ２ｍ（ｘＴｎβ）εＴ　ＡＴｘｎｅｎ｛（ｘＴｎβ）⊙εｍ ＋εａ｝
［（ｘＴｎβ）２σ２ｍ ＋σ２ａ］

熿

燀

燄

燅
２

（１９）
其中，若记符号Ｎ为：

Ｎ＝ＸＴΣ－１ｙ Ｘ （２０）
则有：

ＮＡε－ＸＴΣ－１ｙ ｛（Ｘβ）⊙εｍ ＋εａ｝＝０ （２１）
根据误差传播定律可以推导出：

Ｄ（Ａε）＝Ｎ （２２）

ｃｏｖ｛（Ｘβ）⊙εｍ ＋εａ，Ａε｝＝ＸＮ－１ （２３）
对式（１９）求期望，应用式（２２）和式（２３）的结果，得

ｃ矩阵的第ｉ元素为：

ｃｉ＝－ｔｒ｛ｘｉｘＴｉＮ－１｝＋ｔｒ｛ｘｉｅｉＸＮ－１｝＝０
（２４）

对等式（１８）两边取期望，并应用式（２１）和式（２４）
的结果，式（１８）可重写为：

Ｅ｛ＸＴΣ－１ｙ Ｘ　ｂβ｝－Ｅ｛Ｖε｝＝０ （２５）
由此可得加乘性混合误差模型中未知参数加权最

小二乘估计的偏差，记为珔ｂβ，即：
珔ｂβ ＝Ｅ（ｂβ）＝Ｎ－１　Ｅ｛Ｖε｝ （２６）

Ｖε取决于观测量方差协方差距阵对未知参数的
导数，在加乘性混合误差模型中，该导数不会等于
零，因此，加乘性混合误差模型中观测量方差协方
差距阵是未知参数函数的事实直接导致加权最小

二乘参数估计产生偏差。

３　加乘性混合误差模型的偏差改正
加权最小二乘估计

　　分析比较模型加权最小二乘未知参数估计的
偏差发现，偏差项完全对应了目标函数的第二项，
因此，去掉方程式（８）中左边的第二项，就能够得
到模型偏差改正后的加权最小二乘参数估值，称
为偏差改正加权最小二乘估计，记为β^ｂｃ：

ＸＴΣ－１ｙ （ｙ－Ｘ^βｂｃ）＝０ （２７）

β^ｂｃ ＝ （ＸＴΣ－１ｙ Ｘ）－１　ＸＴΣ－１ｙｙ （２８）
对式（２７）、（２８）进行统计分析可知，加乘性混合误
差模型的偏差纠正加权最小二乘估计近似二阶无

偏。

４　数值实例

模拟的例子是通过采集的ＬｉＤＡＲ数据产生

数字地面模型（ＤＴＭ）。ＤＴＭ模型由公式：

ｆ（ｘ，ｙ）＝９．０＋０．４ｘ＋０．３ｙ－
０．５ｘｙ－０．４ｘ２＋０．５ｙ２ （２９）

计算产生，如图１所示。相应的加乘性混合噪声
模型的观测方程为：

ｈ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ，ｙ）（１＋εｍ）＋εａ （３０）
本文模拟算例的ｘ与ｙ 区域均采用［０，５０］。观
测值由ｘ与ｙ方向各１　０００个采样点构成的格网
点组成，待估参数是式（２９）的６个系数，乘性与加
性误差的标准差分别为０．２和０．３。

　　为了比较分析最小二乘估计（ＬＳ）、加权最小
二乘估计（ＷＬＳ）和偏差改正加权最小二乘估计
（ＢＣＷＬＳ），本文模拟了１　０００组独立的随机数据，
其中１组随机数据所对应的ＤＴＭ 见图２。定权
时，假定单位权方差为０．０９。根据上述模拟数
据，分别利用３种估计方法计算了６个待估系数
和单位权方差，共１　０００组估计结果，其均值、标
准差、加权最小二乘估计的偏差及其均方差根分
别见表１、２。

图１　模拟的ＤＴＭ格网图

Ｆｉｇ．１　Ｓｉｍｕｌａｔｅｄ　Ｔｒｕｅ　ＤＴＭ　Ｓｕｒｆａｃｅ

图２　受加乘性混合噪声干扰的ＤＴＭ格网图

Ｆｉｇ．２　ＤＴＭ　Ｓｕｒｆａｃｅ　ｗｉｔｈ　Ａｄｄｉｔｉｖｅ／Ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅ

Ｅｒｒｏｒｓ

５３０１
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表１　３种方法参数估计的均值珋β和珋σ
Ｔａｂ．１　Ｍｅａｎ　Ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　Ｅｓｔｉｍａｔｅｄ　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ａｎｄ　Ｅｓｔｉｍａｔｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｖａｒｉａｎｃｅ

ｏｆ　Ｕｎｉｔ　Ｗｅｉｇｈｔ　ｆｒｏｍ　ｔｈｅ　Ｔｈｒｅｅ　Ｍｅｔｈｏｄｓ

方法 β１ β２ β３ β４ β５ β６ σ
ＬＳ　 ９．０００　１　 ０．４０１　３　 ０．２９９　３ －０．５００　０ －０．４００　２　 ０．４９９　９　 １．９８７　７

ＢＣＷＬＳ　 ９．００１　４　 ０．４００　９　 ０．２９８　５ －０．４９９　７ －０．４００　３　 ０．５００　０　 ０．３００　０
ＷＬＳ　 ９．３６１　２　 ０．４１７　８　 ０．３１０　０ －０．５１９　６ －０．４１６　４　 ０．５２０　０　 ０．２９４　８

表２　３种方法的精度以及加权最小二乘的偏差

Ｔａｂ．２　Ｓｔａｎｄａｒｄ　Ｄｅｖｉａｔｉｏｎｓ　ｏｆ　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｆｒｏｍ　Ｔｈｒｅｅ　Ｍｅｔｈｏｄｓ，Ｂｉａｓｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｗｅｉｇｈｔｅｄ

ＬＳ　Ｅｓｔｉｍａｔｅ　ａｎｄ　Ｉｔｓ　Ｒｏｏｔ　Ｍｅａｎ　Ｓｑｕａｒｅｄ　Ｅｒｒｏｒｓ

方　法 β１ β２ β３ β４ β５ β６
ＬＳ　 ０．０９０　８　 ０．０５８　５　 ０．０５３　４　 ０．０１０　２　 ０．０１０　７　 ０．０１１　０

ＢＣＷＬＳ　 ０．０８０　９　 ０．０４２　８　 ０．０３６　６　 ０．００６　６　 ０．００６　５　 ０．００５　４
ＷＬＳ　 ０．０８２　７　 ０．０４３　４　 ０．０３７　３　 ０．００６　７　 ０．００６　６　 ０．００５　５

ＷＬＳ偏差 ０．３６１　２　 ０．０１７　８　 ０．０１０　０ －０．０１９　６ －０．０１６　４　 ０．０２０　０
ＷＬＳ均方差根 ０．３７０　６　 ０．０４７　０　 ０．０３８　６　 ０．０２０　８　 ０．０１７　７　 ０．０２０　８

　　由表１可以看出，对于加乘性混合误差模型，
普通最小二乘与偏差改正加权最小二乘的结果与

真值之差统计上没有显著差异（见表２的精度结
果）。但是，加权最小二乘方法估计与真值之差很
大，存在明显的偏差。因此，可以说算例验证了本
文的理论分析，即对于线型的加乘性混合误差模
型，普通最小二乘与偏差改正加权最小二乘估计
是无偏的，而加权最小二乘方法估计是有偏的。
表面上看，表１中的参数最小二乘估计似乎比偏
差改正加权最小二乘估计更加接近真值。实际
上，因为表１中的结果是１　０００次独立实验的平
均值，只能用其来说明估计是有偏的还是无偏的。
再结合表２的精度结果，不难知道，表１中的参数
最小二乘结果与偏差改正加权最小二乘结果没有

统计意义上的差异。对于单位权方差估计，加权
最小二乘与偏差改正加权最小二乘的结果远优于

普通最小二乘的结果。事实上，因为普通最小二
乘采用的是不正确的权，所以单位权方差估计是
有偏的（参见文献［７］）。由表２可以看出，偏差改
正加权最小二乘估计的精度最好。尽管加权最小
二乘的标准差优于普通最小二乘，但是，因为加权
最小二乘估计的偏差，参数（β１，β４，β５，β６）的均方
差根反而比普通最小二乘大得多。

５　结　语

为了完善测量数据处理理论，本文在文献［６］
工作的基础上，扩展了最小二乘、加权最小二乘、
偏差改正最小二乘３种估计方法至加乘性混合误

差模型，并对加权最小二乘估计的偏差进行分析，
证明了偏差改正加权最小二乘的二阶近似无偏特

性。模拟结果证实普通最小二乘与偏差改正加权
最小二乘的结果是无偏的。３种加乘性混合误差
模型参数最小二乘估计方法中，偏差改正最小二
乘方法精度最高。
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