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摘　要：基于粗差出现的频率信息，建立了观测污染分布模型和粗差数目二项分布模型，讨论了超定方程组基

础解粗差分群的性质。通过对基础解解集进行聚类分析，提取基础解解集的零粗差分群，并提出了抗差高斯

雅克比组合平差法。以ＧＰＳ伪距单点定位为例，利用观测方程基础解的零粗差分群进行了抗差高斯雅可比

组合平差。算例表明，即使杠杆观测为粗差观测，抗差高斯雅可比组合平差法仍具有高效性和稳健性。
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　　抗差估计为测量数据处理打开了一条广阔而

深邃的研究天地，其成果已遍及大地测量、工程测

量、航空摄影测量等学科［１］。最小二乘法最优性

的前提是观测误差服从正态分布［２］，文献［３］指

出，当观测中的粗差率大于０．２％就有可能破坏

最小二乘的平差效率。粗差为离群观测，具有偶

然性和系统性双重特性。实际应用中粗差观测一

般占数据总量的１～１０％
［３４］。

常用抗差估计方法有中位数法、最小狆范数

估计、抗差贝叶斯估计法和抗差最小二乘法、聚类

分析法、拟准检定法等［５１２］。一般而言，崩溃点越

高的方法越稳健，在大样本情况下，中位数法的崩

溃点可接近５０％。优良稳健估计应与坐标系的

选取无关，对于多维参数稳健估计而言，在每个坐

标方向分别应用一维中位数法所得估计量不具有

该性质［１３］。多维中位数估计很大程度取决于对

数据中位数的定义，文献［１３］进行了较为全面的

总结，并发展了基于最小方差协方差矩阵体积的

稳健估计法。自适应抗差最小二乘法和拟准检定

法是我国大地测量学家丰富和发展的两种重要抗

差估计方法［１４１５］，如何利用当前小样本观测值快

速获取可靠迭代初值或拟稳解，对抗差最小二乘

法和拟准检定法均具有重要意义。一般而言，若

该粗差观测值为杠杆观测，则该观测量的粗差很

难被正确定位［１６］。传统地，抗差估计需要首先获

取稳健的参数初值（如中位数）［１７］，再利用该参数

估值进行粗差探测和定位，上述过程循环往复、互

相影响、互相制约。如何定位杠杆观测中的粗差

是一个难点问题。

利用组合方法求解超定方程组最早见于高斯

的日记。这种方法由雅克比独立公开发表［１８］，该

方法建立了矛盾方程组的最小二乘解与方程组基

础解的关系。对于线性平差模型，高斯雅克比组

合平差法等价于最小二乘平差［１９２０］。文献［２１］将

这种方法推广应用到测距定位方程平差，并推广

至非线性一般问题。联合稳健估计中的 犕 估计

法，通过合理调整基础解的比重有望获取一簇稳

健估计算子。

本文基于粗差的频率建立了粗差二项分布模

型，探讨了超定方程组基础解粗差分群的性质；通

过对基础解进行聚类分析，提取基础解的零粗差

分群，进而提出了抗差高斯雅克比组合平差法。

１　高斯雅可比组合平差

对于超定方程犃狓＝犔（犔∈瓗
狀 为观测向量，

狓∈瓗
犿为参数向量），其最小二乘解可表示为［１９］：
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狓^＝ ∑
狇∈瓖狀，犿

狑狇狓

狇 （１）

其中，瓖狀，犿＝｛（犻１，…，犻犿）｜１≤犻１＜…＜犻犿≤狀，犻∈

瓔｝为１，狀的犿 元递升指标集
［２３２４］，狓狇为超定方程

组犃狓＝犔的基础解：

狓狇 ＝犃
－１
狇，犔狇， （２）

式中，犔狇，为观测向量犔按递升指标集狇索引所

得子向量；犃狇，是由矩阵犃的行向量按递升指标

集狇索引所得子矩阵。狓

狇对狓^的权重为：

狑狇 ＝
ｄｅｔ２（犃狇，）ｄｅｔ（犘狇，狇）

ｄｅｔ（犃Ｔ犘犃）
（３）

式中，犘＝ｄｉａｇ（狆１，狆１，…，狆狀）为观测权阵。由Ｂｉ

ｎｅｔＣａｕｃｈｙ定理易知
［２］：

∑
狇∈犙狀，犿

狑狇 ＝１ （４）

　　权因子狑狇与基础解的 Ｗｅｒｋｍｅｉｓｔｅｒ点位误

差度量成反正。

２　污染分布与二项分布

２．１　观测污染分布

在测量中，一般存在粗差出现的频率信息。

设粗差概率为狇（定量分析时假定粗差概率狇为

０．０５），服从正态分布φ（μ１，σ
２
１），正常观测概率为

１－狇，服从正态分布φ（μ２，σ
２
２），则观测污染分布

为：

犳＝狇φ（μ１，σ
２
１）＋（１－狇）φ（μ２，σ

２
２） （５）

　　其期望为μ＝狇μ１＋（１－狇）μ２，方差为σ
２＝

狇 （μ１－μ）
２＋σ［ ］２１ ＋（１－狇） （μ２－μ）

２＋σ［ ］２２ 。观

测污染分布（５）可扩展为多个不同的概率分布，相

关讨论可参考文献［２５］。

２．２　粗差数目二项分布

模型（５）是一种连续概率分布函数，用于刻划

观测精度。对由狀个观测量构成的样本空间，粗

差数目狕（０≤狕≤狀，狕∈瓕）为一随机变量，存在狊

个粗差的概率为：

狆
狊
狀 ＝犘（狕＝狊）＝犆

狊
狀狇
狊（１－狇）

狀－狊 （６）

其中，犆狊狀 为在狀个样本中选取狊个样本的所有可

能组合。显然，狆
狊｛ ｝狀 服从二项分布：

∑
狀

狊＝０

狆
狊
狀 ＝∑

狀

狊＝０

犆狊狀狇
狊（１－狇）

狀－狊
＝１ （７）

　　二项分布 狆
狊｛ ｝狀 的数学期望为狀狇，其方差为

狀狇（１－狇），且当狀→∞时，若狇不趋近于０或１，

狆
狊｛ ｝狀 趋近于正态分布。当狀＝２０时，按概率出现

大小，应逐次排查单粗差、双粗差、三粗差。

３　理论粗差分群及其概率

当存在粗差时，粗差完全被基础解吸收，这使

得基础解会明显偏离参数真值。

记犛＝ 狓｛ ｝狇 为基础解全集，

犡犽：＝ ｛狓

狇狘狓


狇 ＝犃

－１
狇，犔狇，，犔狇，

中仅存在犽个粗差｝ （８）

为基础解解集的粗差分群（犡犽 简称犽粗差分群）。

若狀个观测中共存在狊个粗差，则基础解全集可

分解为：

犛 ＝∪
狊

犽＝０
犡犽 （９）

　　上述分解对应数字特征：

犳
狊
狀 ＝ ｛（犡


０），（犡


犽），…，（犡


狊）｝ （１０）

式中，（犡

犽）表示犽粗差分群犡


犽 中基础解的数

目。由犽粗差分群的定义可知（犡

犽）＝犆

犽
狊犆

犿－犽
狀－狊，

且

（犛
）＝∑

狊

犽＝０

（犡

犽） （１１）

　　当参数维数犿＝３，观测数目小于等于５时，

单粗差分群和零粗差分群不易分离；当６个观测

量中存在１个粗差时，零粗差分群和单粗差分群

数目相同，当存在２个粗差时，单粗差分群内基础

解数目是零粗差分群的３倍。当零粗差分群中解

的数目不占优势时，若不使用观测条件先验信息，

则很难正确辨识零粗差分群。

类似地，也可以按非粗差观测对基础解解集

进行分类，即粗差分群的数字特征犳
狊
狀＝｛（犡


０，

（犡

１），…，（犡


狊）｝一一对应以下数字特征：

珟犳
狊
狀 ＝ （珦犡


０），（珦犡


１，…，（珦犡狓


狊｛ ｝） （１２）

其中，珦犡０：＝｛狓

狇｜狓


狇＝犃

－１
狇，犔狇，，犔狇，中仅存在犽

个正常观测｝，且

犳
狊
狀 ＝珟犳

狀－狊
狀 （１３）

由式（１３）可得，给定的数字特征 狀０，狀１，…，狀｛ ｝狊 对

应狊个粗差和狀狊个粗差两个事件，即

　犘（犳
狊
狀 ∪珟犳

狀－狊
狀 ）＝

犘（狕＝狊）＋犘（狕＝狀－狊）＝

狆
狊
狀＋狆

狀－狊
狀

（１４）

结合式（６），可得：

狆
狊
狀－狆

狀－狊
狀 ＝

狀！
（狀－狊）！狊！

狇
狊（１－狇）

狊
＝

［（１－狇）
狀－２狊
－狇

狀－２狊］ （１５）

且仅当狇＜０．５，狊≤
狀
２
时存在

狆
狊
狀－狆

狀－狊
狀 ＞０ （１６）

　　可见，任意数字特征 狀０，狀１，…，狀｛ ｝狊 对应存在

３３９
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狊个粗差和狀－狊个粗差两个事件，若狇＜０．５，则

粗差数狕≤
狀
２
的概率更大，否则粗差数狕≥

狀
２
的概

率更大。若狇＜０．５，应将元素数目大的分群作为

零粗差分群，这符合粗差的离群性质；而狇＞０．５，

应将元素数目小的分群作为零粗差分群，这显然

不符合粗差的离群性质。

４　抗差高斯雅克比平差

聚类分析是对集合元素的一种分类方法，元

素与元素的相似程度由距离函数定义。本文以最

短距离法为例介绍对基础解解集进行聚类分析的

方法。分群犡犻与犡犼间的距离可定义为两个分群

中基础解间最小距离，即

犇犻犼（犡犻，犡犼）＝ ｍｉｎ
狓
狆∈犡犻

，狓
狇∈犡犼

犱（狓狆，狓狇） （１７）

若将分群犡犻 与分群犡犼 合并为犡狉，则任意分群

犡犽 到犡狉的距离可由式（１７）导出：

犇犽狉（犡犽，犡狉）＝ｍｉｎ犇犽犻，犇犽｛ ｝犼 （１８）

　　将每个基础解视为独立分群，计算基础解间

的距离，并将距离矩阵记为犇（０），搜索犇（０）的非对

角线最小元素，设为犇犻犼，则将分群犡犻 和分群犡犼

合并为犡狉，即犡狉＝犡犻∪犡犼。将犇（０）中第犻、犼行及

犻、犼列合并，所得到的矩阵记为犇（１）。按式（１８）计

算合并分群犡狉与其它分群的距离，由犇（１）重复上

述过程得犇（２）。依次类推，直到所有的基础解并

成一个分群为止。

由粗差二项分布模型计算特定粗差数出现的

概率。根据相应粗差分群数字特征对基础解聚类

分析结果进行分群处理，计算各分群方差，由准则

式（２０）所确定的分群视为基础解零粗差分群的估

计，并记为犡^０，则可得到抗差高斯雅可比组合平

差公式：

珚狓＝ ∑
狓

狇∈犡^


０

狑狇狓

狇 （１９）

式中，零粗差分群 犡^０ 满足

∑
狓

狇∈^犡


犼

（珔狓１－狓

狇，１）

２

（^犡

犼）－［ ］１

－σ
２
１

＋
∑
狓

狇∈^犡


犼

（珔狓２－狓

狇，２）

２

（^犡

犼）－［ ］１

－σ
２
２

＋…＋
∑
狓

狇∈^犡


犼

（珚狓犿－狓

狇，犿）

２

（^犡

犼）－［ ］１

－σ
２
犿

＝ｍｉｎ

犼＝０，１，２，… （２０）

式中，（^犡

犼）为第犼个分群犡^


犼 中基础解的数目；

狓狇，犻表示基础解狓

狇的第犻个参数；σ

２
犻 为第犻个参数

狓狇，犻的先验方差。

基于基础解聚类分析的高斯雅可比抗差估

计与坐标系选取无关，这符合优良稳健估计方法

的特性［１３］。零粗差分群的均值也是稳健的，但平

差效率会低于式（１９）。

５　算例分析

算例采用 Ｔｒｉｍｂｌｅ４７００双频接收机实测观

测数据（采样间隔１５ｓ，共计１６２个观测历元），进

行逐历元伪距单点定位。

定位结果（图１）表明，第１３９至１４６历元伪

距单点定位结果发生了跳变。下面分别使用最小

二乘法、抗差最小二乘法和抗差高斯雅克比组合

平差法探测第１３９个历元中的粗差。

图１　逐历元定位

Ｆｉｇ．１　ＰｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇＥｐｏｃｈｂｙＥｐｏｃｈ

５．１　最小二乘估计

利用高斯牛顿迭代法对第１３９个历元进行

非线性最小二乘估计，可得最小二乘估计：

狓^ＬＳ＝

［－２１８２８２２．８８４３８５７８３．０７４０７０６９９．７４２２０１９２．７４］

单位权方差的估值为：

σ^ＬＳ＝
犞Ｔ
ＬＳ犞ＬＳ
狀－槡 犿

＝２０．９８

通过考察最小二乘残差很难发现存在粗差。

５．２　抗差最小二乘估计

采用文献［１７］给出的方法，在每个坐标方向

分别应用一维中位数法，可探测出７号卫星（第３

个观测量）伪距存在粗差，将其剔除后可得最小二

乘估计为：

狓^ＲＬＳ＝

－２１８２８０５．３９４３８５７０７．９６４０７０６７８．４９－２２０１３８．［ ］４１

４３９
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单位权方差的估值为：

σ^ＲＬＳ＝
犞Ｔ
ＬＳ犞ＬＳ
狀－槡 犿

＝２．６６

　　可见，抗差最小二乘通过定位和剔除粗差，提

高了定位解的可靠性。

５．３　抗差高斯雅克比组合法

设粗差概率为狇＝０．０５，根据式（６），８个观测

量中存在１个粗差的概率为０．２７９３３。抗差高斯

雅克比平差的步骤如下。

１）聚类分析。计算７０个基础解的聚类谱。

２）提取基础解零粗差分群。点位密度较大

分群作为第一分群犡^０，包含３０个基础解，剩余４０

个基础解作为第二个分群 犡^１（当有８个观测、４

个待估参数、１个粗差时，存在两个分群，粗差分

群理论数字特征为犳
１
８＝ ３５，３５，０，…｛ ｝０ ）。

３）抗差高斯雅克比组合平差。计算分群

犡^０ 和犡^１ 中基础解在各个方向的离散概率密度函

数的方差，可得分群 犡^０ 最接近先验点位精度信

息。将犡^０ 作为零粗差分群，有：

狓^０ ＝

－２１８２８０５．４４４３８５７０７．３５４０７０６７８．６３２２０１３８．［ ］５０

且

狓^０－狓^ＬＳ＝ １７．４４－７５．６１－２１．１１－５４．［ ］２４

狓^０－狓^ＲＬＳ＝ ０．０５－０．５９０．１７０．［ ］０９

　　不难发现，抗差高斯雅克比组合平差法是稳

健、高效的。

为进一步验证本文的结论，图２给出了基础

解在狔坐标方向上的离散概率密度分布，其中，

图２（ａ）、２（ｂ）为零粗差分群估计 犡^０ 和单粗差分

群估计 犡^１ 的概率密度图，图２（ｃ）为所有基础解

的概率密度图，图２（ｄ）则是由图２（ａ）、２（ｂ）概率

密度拟合正态分布后按式（１）计算所得的混合连

续概率密度。

图２　基础解及分群分布（狔方向）

Ｆｉｇ．２　ＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙＤｅｎｓｉｔｙｏｆＣｌｕｓｔｅｒｉｎｇ（狔Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ）

　　类似地，考察其他方向基础解的概率分布。

粗差对狓、狕方向主要表现为混合后的概率分布

出现方差膨胀现象，而在狔方向既存在方差膨

胀，又存在均值漂移现象，导致整体基础解出现两

个峰值。这也是中位数估计在狔方向与抗差最

小二乘解存在３０ｍ偏差的重要原因。

６　结　语

１）粗差出现的概率信息可用于建立观测污

染分布模型和粗差数目二项分布模型，可用于数

据处理前的先验分布建模和后验分布模拟。

２）通过对基础解解集进行聚类分群，提取零

粗差分群，可实现抗差高斯雅可比组合平差。

３）理论上，抗差高斯雅可比组合平差法的

平差效率等价于抗差最小二乘平差法，实际平差

效率则取决于零粗差分群的分离程度。

４）抗差高斯雅可比组合平差法的实质是在

样本中提取与先验观测条件最为接近的子样本，

无需稳健参数初值和迭代计算，在一定程度上解

决了杠杆观测中的粗差定位问题。

５）当观测自由度很大时，高斯雅克比组合的

计算复杂性较高，此时可将超定方程组进行分组

处理。
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