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摘　要：提出了一种顾及设计矩阵随机误差的最小二乘组合解法（ｃｏｍｂｉｎｅｄ　ｌｅａｓｔ　ｓｑｕａｒｅ，ＣＬＳ），该算法适用

于整体最小二乘（ＴＬＳ）的参数估计。给出了整体最小二乘平差新算法下的精度评定公式，解决了传统ＴＬＳ
解算方法难以进行严密的精度评定的难题，并通过算例验证了新算法的可行性和正确性。
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　　空间数据模型中，观测方程系数阵也就是观
测值或其函数，常带有不可避免的观测误差，即观
测方程Ｌ＝ＢＸ＋ｄ中Ｂ 也有误差。这种系数阵
含有测量误差的问题，称为整体最小二乘（ｔｏｔａｌ
ｌｅａｓｔ　ｓｑｕａｒｅ，ＴＬＳ）问题。整体最小二乘的思想
最早可以追溯到上个世纪初，文献［１］完成了其数
学结构的完善研究。从９０年代中期起，国内开始
有人研究整体最小二乘法，并陆续引入到相关专
业。近些年，有不少测绘工作者结合平差函数模
型，探索出有别于数学中ＴＬＳ的新解法，如完全
正交方法、Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解法、迭代解法等［２－６］。

从现有的研究成果来看，虽然国内外学者针
对不同的应用需求，在不同时期对整体最小二乘
问题提出了很多有效的解算方法，但是从测量数
据处理角度来看，这些方法均具有一定的局限性。

首先，这些方法编程实现复杂，与传统的最小二乘
解法相比，不具有操作上的优势，这也是制约其在
测量领域应用的一个重要因素，而且这些方法均
没有很好地解决系数矩阵Ｂ中仅部分元素存在
误差情况下的平差问题；另外，这些方法无法给出
参数估值的精度信息，或者给出的精度评定方法
存在一定程度的近似，并不是整体最小二乘解的
真实精度［７－８］。

本文提出了一种顾及设计矩阵随机误差的最

小二乘组合解法，给出了新算法下的ＴＬＳ参数估
计和精度评定公式，并通过算例对算法的可行性

进行了验证。

１　顾及设计矩阵随机误差的最小二
乘组合解法

　　本文算法的基本思想为：将设计矩阵中含有
测量误差的元素当作虚拟观测值，在原有误差方
程的基础上，增加以设计矩阵元素为观测向量的
虚拟误差方程，同时，将设计矩阵中含误差的元素
在新算法中当作参数求解。这样处理，一方面可
以得到所需参数的ＴＬＳ平差值；另一方面，这时
设计矩阵是由设计矩阵参数的初值组成的，已经
不再具有随机特性，这样就将ＴＬＳ数据处理理论
统一到了经典最小二乘理论。同时，这种方法求
得的参数是观测向量的线性函数，使得ＴＬＳ的精
度评定成为了可能。

ＴＬＳ数据处理模型为：

Ｌ＝ＢＸｘ－ｄ （１）

　　这一模型类似于经典的间接平差模型，但与
经典模型不同的是，此平差模型考虑了设计矩阵
的误差，即需要考虑设计矩阵中含误差的元素的
影响。

在原有误差模型的基础上，增加设计矩阵中
的误差项作为平差参数，可以得到观测方程：

ＬＢ ＝ｘＢ （２）

其中，ＬＢ 是设计矩阵中的观测量；ｘＢ 是新设的参
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数。综合式（２）、（３），可以得到新算法下ＴＬＳ求
解的数学模型：

Ｌ＝ＢＸｘ－ｄ
ＬＢ ＝ｘＢ

（３）

　　需要说明的是，ＬＢ 仅包含设计矩阵Ｂ中含误
差的元素。ＢＸ 是由参数ｘＢ 的初值和一些不含误
差的元素组成的。在上述模型的基础上，可以得
到误差方程：

ｖ＝ （Ｂ０Ｘ＋ΔＢ）（ｘ０＋ｘ）－Ｌ＝
Ｂ０Ｘｘ０＋Ｂ０Ｘｘ＋ ｘ（ ）０ Ｔ ［ ］Ｅ　ｖｅｃ（ΔＢ）－
Ｌ＋ΔＢｘ

≈０
↓
＝Ｂ０Ｘｘ＋ＡｘＢ＋Ｂ０Ｘｘ０－Ｌ

ｖ′Ｂ＝ｘ０Ｂ＋ｘＢ－ＬＢ
（４）

式中，ｘＢ＝ｖｅｃ Δ（ ）Ｂ ，ｘＢ 为新设参数的改正数；Ａ
＝［（Ｘ０）ＴＥ］，可将ｘＢ 作为向量分离出来；Ｂ０Ｘ
是由新设参数初值Ｘ０Ｂ 组成的矩阵，式中忽略二
次小项ΔＢｘ。

如果 令 Ｖ′Ｂ＝ｖｅｃ　Ｖ（ ）Ｂ 、Ｖ′＝
Ｖ
ＶＢ［ ］′ 、ｌ＝

Ｌ＋ｄ－Ｂ０ＸＸ０

ＬＢ－Ｘ０［ ］
Ｂ

、Ｂ＝
Ｂ０Ｘ Ａ
０［ ］Ｅ 、ｘ′＝

ｘ
ｘ［ ］
Ｂ

，则有：

Ｖ′＝Ｂｘ′－ｌ （５）
式中，Ｖ′是所有观测量的改正数向量；Ｂ是由待估
参数初值组成的设计矩阵；ｘ′是所有参数的改正
数。此时的估计准则仍然为Ｖ′２＝ｍｉｎ，等同于Ｖ２

＋Ｖ′２Ｂ＝ｍｉｎ。这样就将整体最小二乘平差问题转
化成了经典最小二乘平差问题，可以按照经典间
接平差的原理进行平差。同时，在上述模型中，

Ｖ′Ｂ为设计矩阵中的观测量改正数，只针对设计矩
阵Ｂ中有误差的部分。而且上述模型可以同时
顾及观测值Ｌ和系数阵中含误差部分ＬＢ 的权，

即在估计准则ＶＴ
ＬＰＶＬ＋Ｖ′ＢＴＰＢＶ′Ｂ＝ｍｉｎ下进行加

权参数估计，这是目前其他整体最小二乘解算方
法所实现不了的。
本文算法通过新设虚拟参数的方法，将整体

最小二乘的解算问题转化为经典最小二乘解算问

题，在模型（５）的基础上，按经典最小二乘中间接
平差的原理平差，即可得到参数的平差解。解算
流程为：① 获取未知参数的初值Ｘ０，参数ＸＢ 的
初值可以取为相应的观测值。② 在模型（５）的基
础上，按间接平差原理求参数改正数 ｘＬ ＝

ＢＴＰ′Ｂ）－１（ＢＴＰ′ｌ）。③ 更新参数初值Ｘ０＝Ｘ０＋
ｘＬ，重新平差。④ 重复步骤２）、３），直到参数改正
数ｘＬ 小于一定的阈值，则退出迭代，输出结果。

２　整体最小二乘的精度评定

ＴＬＳ精度评定的难点在于在平差过程中考
虑了设计矩阵的误差，即考虑到了设计矩阵的随
机信息。对于奇异值分解（ＳＶＤ）解法，参数的平
差值无法给出用观测数据表示的具体形式，也就
无法通过协方差传播率进行精度评定。而对于迭
代法，参数的平差值是逐步逼近得到的，是观测数
据的非线性函数，由于非线性程度过高，也很难通
过线性化后的误差传播方法进行精度评定。
本文算法可以很容易地给出参数相应的精度

信息。

２．１　单位权方差估计公式
单位权方差估计公式的确定一直是 ＴＬＳ数

据处理中难以解决的问题。本文所提出的新算法
将整体最小二乘问题转换成了经典最小二乘问

题，对于模型（５），按间接平差的原理进行平差，则

ＴＬＳ的精度评定工作完全可以在此基础上按间
接平差的原理继续进行。单位权方差估计公式
为：

σ２０ ＝ Ｖ′
ＴＰ′Ｖ′

ｔｒ（Ｐ′Ｑ′ｖｖ）＝
Ｖ′ＴＰ′Ｖ′

（ｎ＋ｕ）－（ｔ＋ｕ）＝
Ｖ′ＴＰ′Ｖ′
ｎ－ｔ
（６）

其中，ｎ是观测向量Ｌ 所含观测量的个数；ｕ是设
计矩阵Ｂ 所含观测量（随机变量）的个数；ｔ为原
有参数的个数。ｔｒ（Ｐ′Ｑ′ｖｖ）＝（ｎ＋ｕ）－（ｔ＋ｕ）是间
接平差的结论，本文直接引用。从上面的结果可
以看到，ＴＬＳ平差模型相对经典最小二乘而言，
自由度没有变化。

２．２　参数协因数阵
给出参数确定的精度信息是平差的内容之

一，ＴＬＳ精度评定问题一直是 ＴＬＳ数据处理理
论中难于解决的问题。几十年来不少学者提出过
各种不同的方法［７－８］，但是这些方法都经过了不同
程度的近似，并不能给出求解参数值真正的精度
信息。本文算法将ＴＬＳ精度评定理论纳入到经
典最小二乘精度评定理理论中，可以给出考虑设
计矩阵随机信息下的参数精度信息。
在模型（５）的基础上平差，因为此时的设计矩

阵是由参数的初值组成的，不具有随机信息，所以
精度评定仍可按间接平差的原理进行。下文仅以
参数的协因数为例说明，其他量的协因数阵可按
协因数传播定律求得。

Ｑ^ｘ^ｘ ＝ （ＢＴＰ′Ｂ）－１　ＢＴＰ′Ｑ′Ｐ′Ｂ（ＢＴＰ′Ｂ）－１

＝ （ＢＴＰ′Ｂ）－１ （７）

９２０１
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　　式（７）虽然形式上与经典最小二乘相同，但是
式中的设计矩阵与经典最小二乘时组成不同，由
式（７）求得的结果是ＴＬＳ平差方法下参数的准确
的精度信息，包含了参数和设计矩阵的精度信息。

３　算例分析

本文选取了某地３个同时具有１９８０西安坐
标系以及１９５４年北京坐标系成果的公共点，分别
采用不同的方法求取坐标转换参数，如表１所示。

表１　不同方法计算得到的观测量改正数／ｍ

Ｔａｂ．１　Ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ　Ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｓｏｆ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　Ｍｅｔｈｏｄｓ／ｍ

迭代法 ＣＬＳ法
经典最小

二乘法

Ｄ００１　 Ｘ坐标 ０．０２１　５ －０．０２１　４ －０．０４２　９
（ＢＪ５４） Ｙ 坐标 －０．０１８　３　 ０．０１８　３　 ０．０３６　７

Ｄ００２　 Ｘ坐标 －０．０８２　４　 ０．０８２　４　 ０．１６４　８
（ＢＪ５４） Ｙ 坐标 ０．０３７　９ －０．０３７　９ －０．０７５　９

Ｄ００３　 Ｘ坐标 ０．０６１　０ －０．０６１　０ －０．１２１　９
（ＢＪ５４） Ｙ 坐标 －０．０１９　６　 ０．０１９　６　 ０．０３９　２

Ｄ００１　 Ｘ坐标 －０．０２１　４　 ０．０２１　４　 ０
（ＸＡ８０） Ｙ 坐标 ０．０１８　３ －０．０１８　３　 ０

Ｄ００２　 Ｘ坐标 ０．０８２　４ －０．０８２　４　 ０
（ＸＡ８０） Ｙ 坐标 －０．０３７　９　 ０．０３７　９　 ０

Ｄ００３　 Ｘ坐标 －０．０６１　０　 ０．０６１　０　 ０
（ＸＡ８０） Ｙ 坐标 ０．０１９　６ －０．０１９　６　 ０

　　从表１中可以看出，ＴＬＳ的迭代法和本文所
提出的最小二乘组合新解法（ＣＬＳ）得到的观测值
改正数向量基本是一致的。表１中没有列出

ＳＶＤ方法求得的设计矩阵和观测向量的改正数，
这是由于在坐标转换的函数模型中，设计矩阵中
含有不含误差的常数向量，而ＳＶＤ对设计矩阵中
没有误差的元素也进行了改正，改正数已经不符
合实际测量的情况，这一点可以由表２中不同方
法求得的参数值看出。
从表２中可以看出，４种不同方法中，迭代法

和ＣＬＳ法的结果相符，而与传统ＳＶＤ方法的结果
相差较大。这是由于在相似变换模型中设计矩阵
只是部分含有误差，而ＳＶＤ方法仍以‖［^Ａ；^Ｂ］－
［Ａ；ｂ］‖２＝ｍｉｎ作为平差准则，这是不合理的；另
一方面，在设计矩阵中有的坐标观测量会出现两
次，这时，如果不加区分地采用‖［^Ａ；^Ｂ］－［Ａ；ｂ］‖２
＝ｍｉｎ作为平差准则，相当于对坐标观测值进行了
重复加权，这样的处理方式也是不完善的［１０］。
本文认为，在设计矩阵部分含有误差的情况

下，采用传统的ＳＶＤ解法是不合理的，解算的结
果与真实的ＴＬＳ结果也会有差异。
为了证明ＳＶＤ方法与迭代法以及ＣＬＳ法在

上述实验中解算结果不同是由于设计矩阵Ｂ的
部分元素含有误差引起的，本文进行了实验。

表２　ＳＶＤ算法、迭代法与ＣＬＳ法参数平差值

Ｔａｂ．２　Ｐａｒａｍｅｔｅｒ　Ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　Ｍｅｔｈｏｄｓ

迭代法 ＣＬＳ法 ＳＶＤ法 经典最小二乘法

Ｍｃｏｓ　ａ　 １．０００　００２　６２４　 １．０００　００２　６２４　 １．０００　００１　０５６　 １．０００　００２　６２４
Ｍｓｉｎ　ａ －０．０００　００８　８３８ －０．０００　００８　８３８ －０．０００　００８　６７ －０．０００　００８　８３８
ｄｉｓ　Ｘ　 ３９．８６５　０　 ３９．８６５　０　 ４５．３２３　０　 ３９．８６５　１
ｄｉｓＹ　 １０．６２３　８　 １０．６２３　８　 １２．０７８　 １０．６２３　８

　　采用某地变形监测的实测数据，观测数据为
河流沿岸观测点的水位值、温度值、位移量，拟合
模型为：

Ｓ＝ａ＋ｂｈ＋ｃｔ （８）
其中，Ｓ为位移量；ｈ为水位值；ｔ为温度值。ａ、ｂ、

ｃ为待拟合的参数。为了保证设计矩阵中每个元
素都含有误差，现以水位的变化为观测量参与拟
合，即拟合的模型变化为：

Ｓ′＝Ｓ－ａ＝ｂｈ＋ｃｔ （９）
此模型的系数阵为 ｈｉ ｔ［ ］ｉ ，系数阵中所有的元
素均含有误差。
表３列出了ＳＶＤ方法、ＣＬＳ法以及迭代法

得到的观测值的改正数，可以看出３种方法得到
的改正数是大致相同的。

　　表４给出了３种方法求得的参数值，可以看

到３种方法的结果是一致的，从而证明了本文推
论。为了进一步验证本文算法在观测值不同精度
情况下的可靠性，本文引用了文献［１１］中的算例，
将本文算法和多类ＴＬＳ迭代算法进行比较。

　　原始数据以及对应的权值见文献［１１］。表５
给出了不同方法计算得到的结果，表６中的准确
值是文献［１１］计算的结果，另外给出了 ＷＴＬＳ算
法计算的结果和改进 ＷＴＬＳ的结果［１２］，同时给
出了经典最小二乘的结果。
表６给出的是算法和经典最小二乘给出的参

数的精度信息。从表６中可以看出，经典最小二
乘给出的精度比本文算法的精度要高，这主要是
由于经典最小二乘在进行精度评定时没有考虑到

设计矩阵误差的影响，给出的精度信息并不准确。

０３０１
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表３　不同方法观测向量的改正数／ｍ

Ｔａｂ．３　Ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ　Ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｓ　ｏｆ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　Ｍｅｔｈｏｄｓ／ｍ

ＳＶＤ法 ＣＬＳ法 迭代法

水位ｈ 温度ｔ 位移Ｓ 水位ｈ 温度ｔ 位移Ｓ 水位ｈ 温度ｔ 位移Ｓ
１　 ０．０９１　３ －０．０２０　８ －０．１６３　１　 ０．０９１　３ －０．０２０　８ －０．１６３　１　 ０．０９１　２ －０．０２０　８ －０．１６３　１
２ －０．１５５　 ０．０３５　３　 ０．２７７　２ －０．１５５　０　 ０．０３５　３　 ０．２７７　２ －０．１５５　 ０．０３５　３　 ０．２７７　２
３　 ０．０１６　９ －０．００３　８ －０．０３０　２　 ０．０１６　９ －０．００３　９ －０．０３０　２　 ０．０１６　９ －０．００３　８ －０．０３０　２
４　 ０．０３１　７ －０．００７　２ －０．０５６　６　 ０．０３１　７ －０．００７　２ －０．０５６　６　 ０．０３１　７ －０．００７　２ －０．０５６　６
５ －０．０６９　７　 ０．０１５　９　 ０．１２４　７ －０．０６９　７　 ０．０１５　９　 ０．１２４　７ －０．０６９　７　 ０．０１５　９　 ０．１２４　７
６　 ０．１６２　１ －０．０３６　９ －０．２８９　８　 ０．１６２　１ －０．０３６　９ －０．２８９　８　 ０．１６２　１ －０．０３６　９ －０．２８９　８
７　 ０．０３２　５ －０．００７　４ －０．０５８　 ０．０３２　５ －０．００７　４ －０．０５８　０　 ０．０３２　５ －０．００７　４ －０．０５８
８ －０．１６４　１　 ０．０３７　４　 ０．２９３　３ －０．１６４　１　 ０．０３７　４　 ０．２９３　３ －０．１６４　１　 ０．０３７　４　 ０．２９３　３
９　 ０．０１１ －０．００２　５ －０．０１９　７　 ０．０１１　１ －０．００２　５ －０．０１９　８　 ０．０１１　１ －０．００２　５ －０．０１９　８
１０　 ０．０３８　７ －０．００８　８ －０．０６９　２　 ０．０３８　７ －０．００８　８ －０．０６９　２　 ０．０３８　７ －０．００８　８ －０．０６９　２
１１　 ０．０９０　２ －０．０２０　６ －０．１６１　３　 ０．０９０　２ －０．０２０　６ －０．１６１　２　 ０．０９０　２ －０．０２０　６ －０．１６１　２
１２　 ０．０８７　４ －０．０１９　９ －０．１５６　２　 ０．０８７　４ －０．０１９　９ －０．１５６　２　 ０．０８７　４ －０．０１９　９ －０．１５６　２
１３ －０．１１５　２　 ０．０２６　３　 ０．２０５　９ －０．１１５　１　 ０．０２６　３　 ０．２０５　９ －０．１１５　１　 ０．０２６　２　 ０．２０５　８
１４　 ０．０３２　８ －０．００７　５ －０．０５８　６　 ０．０３２　８ －０．００７　５ －０．０５８　７　 ０．０３２　８ －０．００７　５ －０．０５８　７
１５ －０．１２７　７　 ０．０２９　１　 ０．２２８　２ －０．１２７　７　 ０．０２９　１　 ０．２２８　２ －０．１２７　７　 ０．０２９　１　 ０．２２８　２
１６　 ０．０３５　９ －０．００８　２ －０．０６４　２　 ０．０３５　９ －０．００８　２ －０．０６４　２　 ０．０３５　９ －０．００８　２ －０．０６４　２

表４　不同方法参数的平差值／ｍ

Ｔａｂ．４　Ｐａｒａｍｅｔｅｒ　Ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　Ｍｅｔｈｏｄｓ／ｍ

ＳＶＤ方法 ＣＬＳ法 迭代法 经典ＬＳ法

ｂ　 ０．５５９　４　 ０．５５９　４　 ０．５５９　４　 ０．５５９　３
ｃ －０．１２７　５ －０．１２７　５ －０．１２７　５ －０．１２７　４

表５　不同方法计算结果比较

Ｔａｂ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｆｒｏｍ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　Ｍｅｔｈｏｄｓ

参数 准确值 ＷＴＬＳ 改进 ＷＴＬＳ　 ＣＬＳ 经典最小二乘

Ａ －０．４８０　５３３ －０．４８０　５３３　４７７　６８４ －０．４８０　５３３　４３６　７２８ －０．４８０　５３３　４１ －０．５４６　３６７　２５
Ｂ　 ５．４７９　９１０　 ５．４７９　９１０　７９９　８８６　４　 ５．４７９　９１０　５８７　１０９　７　 ５．４７９　９１０　２６　 ５．７７５　０７３　４３

表６　新算法计算结果与经典最小二乘参数精度比较

Ｔａｂ．６　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　Ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅ　Ｐｒｏｐｏｓｅｄ　Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　ａｎｄ

Ｃｌａｓｓｉｃａｌ　Ｔｏｔａｌ　Ｌｅａｓｔ　Ｓｑｕａｒｅ

参数精度 ＣＬＳ 经典最小二乘

Ａ　 ０．００１　５　 ０．０００　３
Ｂ　 ０．０３９　０　 ０．０１３　３

４　结　语

本文提出了一种顾及设计矩阵随机误差的最

小二乘组合解法，可以解决考虑设计矩阵误差的
平差模型解算问题。ＴＬＳ的传统ＳＶＤ解法，具
有理论上的缺陷。在设计矩阵部分含有误差的情
况下，求得的参数值不可靠。本文提出的新算法
可以有效地解决这一问题。本文首次从理论上严
格给出了 ＴＬＳ模型下单位权方差的估计公式。
从结果上可以看到，ＴＬＳ平差模型相对经典最小
二乘而言自由度没有变化。本文完善了ＴＬＳ精
度评定理论，给出了ＴＬＳ中的参数的精度信息，
解决了制约ＴＬＳ应用的瓶颈问题。

参　考　文　献

［１］　ｖａｎ　Ｌｏａｎ　Ｇ　Ｃ．Ａｎ　Ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｔｏｔａｌ　Ｌｅａｓｔ－
Ｓｑｕａｒｅｓ　Ｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］．ＳＩＡＭ　Ｊ　Ｎｕｍｅｒ　Ａｎａｌ，１９８０，

１７：８８３－８９３
［２］　Ｙｕ　Ｊｉｎｃｈｅｎｇ．Ｏｎ　ｔｈｅ　Ｓｏｌｖａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｔｏｔａｌ　Ｌｅａｓｔ

Ｓｑｕａｒｅｓ　Ｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｎａｎｊｎｇ　Ｎｏｒｍａｌ

Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ （Ｎａｔｕｒｅ　Ｓｃｉｅｎｃｅ），１９９６，１９（１）：１３－１６
（俞锦成．关于整体最小二乘问题的可解性［Ｊ］．南京

师大学报（自然科学版），１９９６，１９（１）：１３－１６）

［３］　Ｋｏｎｇ　Ｊｉａｎ，Ｙａｏ　Ｙｉｂｉｎ，Ｗｕ　Ｈａｎ．Ｉｔｅｒａｔｉｖｅ　Ｍｅｔｈｏｄ

ｆｏｒ　Ｔｏｔａｌ　Ｌｅａｓｔ－Ｓｑｕａｒｅｓ［Ｊ］．Ｇｅｏｍａｔｉｃｓ　ａｎｄ　Ｉｎｆｏｒ－
ｍａｔｉｏｎ　Ｓｃｉｅｎｃｅ　ｏｆ　Ｗｕｈａｎ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２０１０，３５（６）：

７１１－７１４（孔建，姚宜斌，吴寒．整体最小二乘的迭代

解法［Ｊ］．武汉大学学报·信息科学版，２０１０，３５
（６）：７１１－７１４）

［４］　ｖａｎ　Ｈｕｆｆｅｌ　Ｓ，Ｚｈａ　Ｈｏｎｇｙｕａｎ．Ｔｈｅ　Ｔｏｔａｌ　Ｌｅａｓｔ

Ｓｑｕａｒｅｓ　Ｐｒｏｂｌｅｍ ［Ｊ］．Ｈａｎｄｂｏｏｋ　ｏｆ　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ，

１９９３，９：３７７－４０７
［５］　Ｈｕ　Ｓｈｅｎｇｗｕ，Ｔａｏ　Ｂｅｎｚａｏ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　Ｅｒｒｏｒ　Ｐｒｏｐａ－

ｇａｔｉｏｎ　ａｎｄ　Ｉｔｓ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ　ｉｎ　ＧＩＳ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ
Ｗｕｈａｎ　Ｔｅｃｈｎｉｃａｌ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　ｏｆ　Ｓｕｒｖｅｙｉｎｇ　ａｎｄ

１３０１



武 汉大学学报·信息科学版 ２０１４年９月

Ｍａｐｐｉｎｇ，１９９７，２２（２）：１２９－１３１（胡圣武，陶本藻．
非线性模型的误差传播及其在 ＧＩＳ中的应用［Ｊ］．
武汉测绘科技大学学报，１９９７，２２（２）：１２９－１３１）

［６］　Ｑｉｕ　Ｗｅｉｎｉｎｇ，Ｔａｏ　Ｂｅｎｚａｏ，Ｙａｏ　Ｙｉｂｉｎ．Ｔｈｅ　Ｔｈｅｏｒｙ
ａｎｄ　Ｍｅｔｈｏｄ　ｏｆ　Ｓｕｒｖｅｙｉｎｇ　Ｄａｔａ　Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ［Ｍ］．Ｗｕ－
ｈａｎ：Ｗｕｈａｎ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　Ｐｒｅｓｓ，２００８（邱卫宁，陶本

藻，姚宜斌，等．测量数据处理理论与方法［Ｍ］．武

汉：武汉大学出版社，２００８）

［７］　Ｂｕｒｋｈａｒｄ　Ｓ．Ｔｏｔａｌ　Ｌｅａｓｔ－Ｓｑａｒｅｓ（ＴＬＳ）ｆｏｒ　Ｇｅｏｄｅｔｉｃ

Ｓｔｒａｉｇｈｔ－Ｌｉｎｅ　ａｎｄ　Ｐｌａｎｅ　Ａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ［Ｊ］．Ａｎｎｏ　ｌｘｖ

Ｂｏｌｌｅｔｔｉｎｏ　Ｄｉ　Ｇｅｏｄｅｓｉａｅ　Ｓｃｉｅｎｚｅ　Ａｆｆｉｎｉｎ，２００６，６５
（３）：１４１－１６６

［８］　Ｋｒｙｓｔｅｋ　Ｍ，Ａｎｔｏｎ　Ｍ．Ａ　Ｗｅｉｇｈｔｅｄ　Ｔｏｔａｌ　Ｌｅａｓｔ－
Ｓｑｕａｒｅｓ　Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　ｆｏｒ　Ｆｉｔｔｉｎｇ　ａ　Ｓｔｒａｉｇｈｔ　Ｌｉｎｅ［Ｊ］．

Ｍｅａｓ　Ｓｃｉ　Ｔｅｃｈｎｏｌ，２００７，１８：３　４３８－３　４４２

［９］　Ｄｉｎｇ　Ｋｅｌｉａｎｇ，Ｏｕ　Ｊｉｋｕｎ，Ｚｈａｏ　Ｃｈｕｎｍｅｉ．Ｍｔｈｏｄ　ｏｆ

Ｌｅａｓｔ－Ｓｑｕａｒｅｓ　Ｐｒｔｈｏｇｏｎａｌ　Ｃｕｒｖｅ　Ｆｉｔｔｉｎｇ［Ｊ］．Ｓｃｉｅｎｃｅ

ｏｆ　Ｓｕｒｖｅｙｉｎｇ　ａｎｄ　Ｍａｐｐｉｎｇ，２００７，３２（３）：１７－１９（丁

克良，欧吉坤，赵春梅．正交最小二乘曲线拟合法
［Ｊ］．测绘科学，２００７，３２（３）：１７－１９）

［１０］Ａｋｙｉｌｍａｚ　Ｏ．Ｔｏｔａｌ　Ｌｅａｓｔ　Ｓｑｕａｒｅｓ　Ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｃｏｏｒ－
ｄｉｎａｔｅ　Ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｓｕｒｖｅｙ　Ｒｅｖｉｅｗ，２００７
（１）：６８－８０

［１１］Ｎｅｒｉ　Ｆ，Ｓａｉｔｔａ　Ｇ，Ｃｈｉｏｆａｌｏ　Ｓ．Ａｎ　Ａｃｃｕｒａｔｅ　ａｎｄ

Ｓｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄ　Ａｐｐｒｏａｃｈ　ｔｏ　Ｌｉｎｅ　Ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ　Ａｎａｌ－

ｙｓｉｓ　ｏｆ　Ｅｒｒｏｒ－Ａｆｆｅｃｔｅｄ　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ　Ｄａｔａ［Ｊ］．Ｊ

Ｐｈｙｓ　Ｅ：Ｓｃｉ　Ｉｎｓｔｒｕｍ，１９８９，２２：２１５－２１７
［１２］Ｍａｈｂｏｕｂ　Ｖ．Ｏｎ　Ｗｅｉｇｈｔｅｄ　Ｔｏｔａｌ　Ｌｅａｓｔ－Ｓｑｕａｒｅｓ　ｆｏｒ

Ｇｅｏｄｅｔｉｃ　Ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｊ　Ｇｅｏｄ，２０１１，ＤＯＩ：

１０．１００７／ｓ００１９０－０１１－０５２４－５

Ａ　Ｎｅｗ　Ｃｏｍｂｉｎｅｄ　ＬＳ　Ｍｅｔｈｏｄ　Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ　Ｒａｎｄｏｍ　Ｅｒｒｏｒｓ　ｏｆ　Ｄｅｓｉｇｎ　Ｍａｔｒｉｘ

ＹＡＯ　Ｙｉｂｉｎ１　ＫＯＮＧ　Ｊｉａｎ１，２

１　Ｓｃｈｏｏｌ　ｏｆ　Ｇｅｏｄｅｓｙ　ａｎｄ　Ｇｅｏｍａｔｉｃｓ，Ｗｕｈａｎ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，１２９Ｌｕｏｙｕ　Ｒｏａｄ，Ｗｕｈａｎ　４３００７９，Ｃｈｉｎａ

２　Ｓｃｈｏｏｌ　ｏｆ　Ｅａｒｔｈ　Ｓｃｉｅｎｃｅ，Ｏｈｉｏ　Ｓｔａｔｅ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｃｏｌｕｍｂｕｓ，ＯＨ　４３２１０，ＵＳＡ

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ａ　ｎｅｗ　ｃｏｍｂｉｎｅｄ　ＬＳ（ＣＬＳ）ｍｅｔｈｏｄ　ｉｓ　ｐｒｏｐｏｓｅｄ　ｗｈｉｃｈ　ｃｏｎｓｉｄｅｒｓ　ｔｈｅ　ｒａｎｄｏｍ　ｅｒｒｏｒ　ｉｎ　ａ　ｄｅｓｉｇｎ
ｍａｔｒｉｘ　ａｆｔｅｒ　ａ　ｂｒｉｅｆ　ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ　ｏｆ　ＴＬＳ　ａｎｄ　ｉｔｓ　ｉｔｅｒａｔｉｏｎ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ＳＶＤ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｔｈｅ　ｎｅｗ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　ｃａｎ　ｂｅ　ａｐｐｌｉｅｄ　ｆｏｒ　ＴＬＳ　ｐａｒａｍｅｔｅｒ　ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ，ｓｏ　ｔｈａｔ　ＴＬＳ　ｃａｎ　ｂｅ　ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ　ｗｉｔｈ　ｃｌａｓｓｉｃａｌ
ＬＳ　ｉｎ　ｔｈｅｏｒｙ．Ｂｙ　ｐｒｏｐｏｓｉｎｇ　ｒｉｇｏｒｏｕｓ　ａｃｃｕｒａｃｙ　ａｓｓｅｓｓｍｅｎｔ　ｆｏｒｍｕｌａｓ　ｆｏｒ　ＴＬＳ　ｕｎｄｅｒ　ｔｈｅ　ｎｅｗ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，

ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ　ｓｏｌｖｅｓ　ｔｈｅ　ｂｏｔｔｌｅｎｅｃｋ　ｐｒｏｂｌｅｍ　ｗｈｉｃｈ　ｒｅｓｔｒｉｃｔｓ　ｔｈｅ　ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ　ｏｆ　ＴＬＳ，ａｎｄ　ｔｈｅｎ　ｓｈｏｗｓ　ｔｈｅ
ｆｅａｓｉｂｉｌｉｔｙ　ａｎｄ　ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｎｅｗ　ｍｅｔｈｏｄ　ｔｈｒｏｕｇｈ　ｅｘａｍｐｌｅｓ．Ｔｈｅ　ｒｅｓｅａｒｃｈ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ａｒｅ　ｍｅａｎｉｎｇｆｕｌ
ｎｏｔ　ｏｎｌｙ　ｆｏｒ　ＴＬＳ　ｔｈｅｏｒｙ，ｂｕｔ　ａｌｓｏ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｗｈｏｌｅ　ｄａｔａ　ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ　ｔｈｅｏｒｙ．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ＴＬＳ；ＳＶＤ　ｍｅｔｈｏｄ；ｉｔｅｒａｔｉｏｎ　ｍｅｔｈｏｄ；ｖｉｒｔｕａｌ　ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ；ａｃｃｕｒａｃｙ　ａｓｓｅｓｓｍｅｎｔ

Ｆｉｒｓｔ　ａｕｔｈｏｒ：ＹＡＯ　Ｙｉｂｉｎ，ＰｈＤ，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，ｓｐｅｃｉａｌｉｚｅｓ　ｉｎ　ｓｕｒｖｅｙｉｎｇ　ｄａｔａ　ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ．Ｅ－ｍａｉｌ：ｙｂｙａｏ＠ｗｈｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ　ｓｕｐｐｏｒｔ：Ｔｈｅ　Ｎａｔｉｏｎａｌ　Ｎａｔｕｒａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅ　Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｃｈｉｎａ，Ｎｏｓ．４１１７４０１２，４１２７４０２２；ｔｈｅ　Ｎａｔｉｏｎａｌ　８６３Ｐｒｏｇｒａｍ　ｏｆ　Ｃｈｉｎａ，

Ｎｏ．２０１３ＡＡ１２２５０２；ｔｈｅ　Ｍｉｎｉｓｔｒｙ　ｏｆ　Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ　Ｐｒｏｇｒａｍ　ｆｏｒ　Ｎｅｗ　Ｃｅｎｔｕｒｙ　Ｅｘｃｅｌｌｅｎｔ　Ｔａｌｅｎｔｓ　Ｐｒｏｊｅｃｔ，ＮＥＣＴ．－１２－０４２８．

２３０１


