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利用牛顿插值的犌犘犛／犐犖犛组合
导航惯性动力学模型
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摘　要：针对ＧＰＳ／ＩＮＳ组合导航中ＩＮＳ动力学建模不准确的问题，提出了一种基于牛顿插值的ＧＰＳ／ＩＮＳ组

合导航惯性动力学多阶建模算法。首先，介绍了牛顿插值的计算方法；然后，利用其对惯性系统ＧａｕｓｓＭａｒｋ

ｏｖ模型进行改进，实现了多阶建模；最后，给出了组合导航详细的动力学模型和观测模型。利用实测数据对

算法进行验证，并通过对比不同阶数建模方法寻求牛顿插值的最优建模阶数。结果表明，相比于传统Ｇａｕｓｓ

Ｍａｒｋｏｖ过程，基于牛顿插值的ＧＰＳ／ＩＮＳ组合导航惯性动力学模型能够有效提高组合导航位置精度和姿态精

度。与此同时，实验分析表明，４阶牛顿插值建模在实现模型准确性的前提下，降低了模型的复杂性，为牛顿

插值建模阶数选取提供了良好的借鉴。
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　　ＧＰＳ／ＩＮＳ组合导航有效地实现了全球定位

系统和惯性导航系统的优势互补，可以得到高频、

高精度的导航观测值，目前已在导航、测量等领域

得到了广泛的应用［１］。将ＧＰＳ／ＩＮＳ数据通过一

定的算法融合形成最优解是组合导航的关键，目

前组合导航信息融合普遍采用Ｋａｌｍａｎ滤波。

由于ＧＰＳ观测值误差不随时间发生累积，所

以组合导航信息融合的关键在于通过ＧＰＳ观测

值对ＩＮＳ误差实时修正，因此，ＧＰＳ观测值精度

高低以及ＩＮＳ误差模型的准确性对组合导航结

果影响较大。ＧＰＳ接收机技术相对成熟，其观测

值精度可以达到厘米级甚至毫米级［２］，完全满足

导航的需要，因此，更多的研究集中于ＩＮＳ误差

建模方法的优化。文献［３］应用传统的 Ｇａｕｓｓ

Ｍａｒｋｏｖ过程对陀螺和加速度偏心误差建模进行

ＧＰＳ／ＧＬＯＮＡＳＳ／ＩＮＳ导航研究；文献［４］通过对

ＭＥＭＳ惯性系统的随机误差分析，提出了ＡＲ模

型建模方法，并将其与ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ进行对比；

为提高算法效率，陀螺和加速度计误差也被当做

随机噪声或有色噪声进行建模［５］。上述算法在模

型准确性和算法效率方面互有优劣，但是很难实

现两者的兼顾和统一。

本文在ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ过程的基础上引入牛

顿插值算法，建立了基于牛顿插值的多阶动力学

模型，在尽量减少算法复杂度的情况下实现了模

型精度的提高，并通过实测实验，将该算法与传统

的ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ过程建模方法进行了对比，通

过不同阶数模型对比寻求牛顿插值的最优建模

阶数。

１　基于牛顿插值的动力学模型

１．１　牛顿插值算法

所谓插值就是通过平面上给定的狀＋１个互

异点，作一条狀次代数曲线狔＝ （）犘 狓 近似地表示

曲线狔＝犳（）狓 。插值方法很多，其中，牛顿插值

法可以根据工程精度要求的不同选择不同的节点

个数，可逐步构造插值多项式，具有较大的灵活性

和较小的运算量，而且易于计算机编程实现。

牛顿等距插值是牛顿插值的一类特殊情况，

其表达式为［６］：

犳（）狓 ＝犘狋犽－狀＋狊，（ ）狀 ＋犚狀（）狊 （１）
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其中，犚狀（）狊 为插值余项，即牛顿插值的算法误

差；犘狋犽－狀＋狊，（ ）狀 为牛顿插值公式，其表达式为：

犘狋犽－狀＋狊，（ ）狀 ＝犘狋犽－狀＋狊δ狋，（ ）狀 ＝

Δ
１犉０＋

狊
１！
Δ
２犉０＋…＋

狊狊－（ ）１ … 狊－狀＋（ ）２
狀！

Δ
狀犉０

（２）

其中，
"

犿犉０＝∑
犿－１

犼＝０

（ ）－１ 犿－１－犼犆犻犿－１犳犽－狀＋犼为插值

算子。

令狊＝狀，即利用前狀个时刻的函数值对当前

时刻的函数值进行插值，犽时刻函数犳 的牛顿插

值为：

犳犽 ＝犘狋犽－狀＋狊，（ ）狀 ＝犑·犳（犽－狀：犽－１）＝∑
狀

犻＝１

犑狀－犻＋１犳犽－犻

（３）

其中，犑犵 ＝ ∑
狀－１

犻＝犵－１

（ ）－１ 犻－犵＋１犆犵－１犻 犆
犻
狀；犳（犽－狀：犽－１）＝

犳 犽－（ ）狀 犳（犽－狀＋１） … 犳（犽－１［ ］） Ｔ 为前狀个时刻

的函数值；犑＝ 犑１ 犑２ … 犑［ ］狀 为前狀 个时刻

函数值的插值算法系数。

牛顿向后插值的系数矩阵犑和前狀个时刻的

函数值没有关系，只和系数的位置有关，因此，在

等间距插值过程中可以提前计算系数矩阵犑。表

１是１≤狀≤５的系数矩阵犑的值
［７］。

表１　系数矩阵犑

Ｔａｂ．１　ＭａｔｒｉｘｏｆＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ犑

狀＝１ 狀＝２ 狀＝３ 狀＝４ 狀＝５

犑１ １ －１ １ －１ １

犑２ － ２ －３ ４ －５

犑３ － － ３ －６ １０

犑４ － － － ４ －１０

犑５ － － － － ５

　　在插值计算过程中，并不是插值多项式的次

数越高，精度越好。当次数较高时，数值常常不稳

定［８］，而且会增加算法的复杂度，因此，建模过程

中需要对不同的建模阶数对比优化。

１．２　惯性系统模型

惯性系统包括加速度计和陀螺仪，由于两者

的误差特点较为复杂，所以，在ＧＰＳ／ＩＮＳ组合导

航系统中，通常将加速度计和陀螺仪的误差认为

是高斯白噪声，或者认为两者的误差近似满足

ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ过程，即将犽时刻的加速度计和陀

螺仪状态误差和犽－１时刻的状态误差相联系。

但是在实际情况中，犽时刻的状态误差可能和之

前的多个时刻的状态误差有关系，因此，借助牛顿

等距插值对加速度计和陀螺仪误差的 Ｇａｕｓｓ

Ｍａｒｋｏｖ过程进行改进。以陀螺仪误差为例，传

统的ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ过程为：

ε＝

－τω犡 ０ ０

０ －τω犢 ０

０ ０ －τω

熿

燀

燄

燅犣

ε＋狌ε＝βεε＋狌

（４）

其中，ε＝ εω犡 εω犢 εω［ ］犣
Ｔ 为ＩＮＳ陀螺仪犡、犢、犣

三轴误差；τω犡 τω犢 τω（ ）犣 为陀螺仪误差 Ｇａｕｓｓ

Ｍａｒｋｏｖ过程时间常数。

对微分方程离散化，只保留一阶项，即

ε犽 ＝ 犐＋（ ）βε犽－１＋狌 （５）

从式（５）可以看出，犽时刻的陀螺仪状态误差和犽

－１时刻的状态误差相联系，而忽略了之前时刻

的状态值，对式（４）引入牛顿等距插值算法，建立

陀螺仪误差动力学模型：

ε≈∑
狀

犻＝１

犑狀－犻＋１βεε犽－犻＋狌ε （６）

式（６）左右两边分别为连续过程和离散过程，所以

用约等于进行连接。当狀取值不同时，可利用当

前时刻之前的多个状态值进行建模，式（６）用离散

化公式表示为：

ε＝ 犐＋犑狀β（ ）εε犽－１＋∑
狀

犻＝２

犑狀－犻＋１βεε犽－犻＋狌ε（７）

结合表１，从式（７）中可以看出，当狀＝１时，引入

牛顿插值的系统模型和ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ过程是等

价的；当狀＞１时，新建模型将犽时刻的状态值和

犽－１、犽－２、…、犽－狀时刻的状态值相联系，一方

面，增加了多时刻的动力学模型，使模型的可靠性

更高，除此之外，对当前时刻的状态值起到了平滑

作用，降低了误差的影响作用。

２　犌犘犛／犐犖犛组合导航模型

２．１　动力学模型

ＧＰＳ／ＩＮＳ组合导航动力学模型的构建基于

ＩＮＳ误差方程
［９］：

δ狉＝－ω犲狀 ×δ狉＋δ狏

δ狏＝－（ω犻犲＋ω犻狀）×δ狏－δψ×犳＋"

δψ ＝－ω犻狀 ×δψ＋ε

（８）

其中，δ狉、δ狏和δψ 分别是位置、速度和方向误差

向量；ω犲狀是导航坐标系相对于地球坐标系的旋转

角速度矢量；ω犻犲是地理坐标系相对于惯性坐标系

的旋转角速度矢量；ω犻狀是导航坐标系相对于惯性

坐标系的旋转角速度矢量；犳加速度计测量的比

力矢量；加速度误差向量
"

和陀螺误差向量ε模

型表达式为：

２９５
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"

·

＝∑
狀

犻＝１

犑狀－犻＋１β"

"犽－犻＋狌"

（９）

ε＝∑
狀

犻＝１

犑狀－犻＋１βεε犽－犻＋狌ε （１０）

其中，狌
"

和狌ε是高斯白噪声向量。

综合以上各式，ＩＮＳ误差转移方程表达式

为［１０］：

δ狉＝－ω犲狀 ×δ狉＋δ狏

δ狏＝－（ω犻犲＋ω犻狀）×δ狏－δψ×犳＋"

δψ ＝－ω犻狀 ×δψ＋ε

"

·

＝∑
狀

犻＝１

犑狀－犻＋１β"

"犽－犻＋狌"

ε＝∑
狀

犻＝１

犑狀－犻＋１βεε犽－犻＋狌

烅

烄

烆
ε

（１１）

写成矩阵形式为：

犡＝犉犡＋狌 （１２）

其 中， 犡 为 误 差 状 态 向 量， 犡 ＝

δ狉 δ狏 δψ "［ ］ε
Ｔ；犉为系统状态转移矩阵；

狌为状态过程噪声向量。可以看出，当加速度计

和陀螺仪误差牛顿插值建模选取的项数不同时，

状态向量犡中的"

和ε的阶数也随之不同。

２．２　 观测模型

组合导航数据融合采用松耦合方式，取ＧＰＳ

和ＩＮＳ输出的位置和速度之差作为观测值，构造

观测量［１１１２］：

犣狉（狋）＝狉ＧＰＳ（狋）－狉ＩＮＳ（狋）＝狉ＧＰＳ（狋）－

（狉ＩＮＳ（０）＋∫
狋

０
狏ＩＮＳ（０）ｄ狋＋∫

狋

０∫
狋

０
α（狋）ｄ狋）

（１３）

犣狏（狋）＝狏ＧＰＳ（狋）－狏ＩＮＳ（狋）＝

狏ＧＰＳ（狋）－（狏ＩＮＳ（０）＋∫
狋

０
α（狋）ｄ狋）

（１４）

式中，犣狉（狋）是位置观测量；犣狏（狋）是速度观测量；

狉ＧＰＳ（狋）是ＧＰＳ的位置观测值；狉ＩＮＳ（狋）是ＩＮＳ的位

置计算值；狏ＧＰＳ（狋）是ＧＰＳ的速度观测值；狏ＩＮＳ（狋）

是ＩＮＳ的速度计算值；狉ＩＮＳ（０）、狏ＩＮＳ（０）是ＩＮＳ的

初始位置和速度；α（狋）是犐犖犛所测得的加速度。

则Ｋａｌｍａｎ的量测方程为
［１３］：

犣犽 ＝
犣狉（狋）

犣狏（狋
［ ］）＝犅犽犡＋

ν狉

ν
［ ］
狏

（１５）

式中，犅犽 为观测矩阵；ν为观测噪声，满足高斯白

噪声特性。

３　实例分析

为对ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ模型和引入牛顿插值的

新建模型进行比较，并验证加速度计和陀螺仪不

同建模阶数对 ＧＰＳ／ＩＮＳ组合导航的影响，本文

进行了车载实测实验。实验区域位于中国矿业大

学南湖校区和云龙湖景区（见图１）。实验采用２

台ＬＡＩＣＡＧＰＳ接收机和１台惯性测量系统，１

台ＧＰＳ接收机作为静止参考基站，另１台 ＧＰＳ

接收机和惯性测量系统一起安置在运动车辆内

（ＧＰＳ天线安装在车顶）。实验采用ＳＰＡＮＣＰＴ

惯性测量单元，表１是惯性测量单元性能参数。

ＩＮＳ数据采集频率为１００Ｈｚ，ＧＰＳ数据采样周期

为１ｓ。采用ＧＰＳ的位置和速度观测值进行组合

导航时，初始方差取１０ｍ２和０．０１ｍ２／ｓ２。

表２　犛犘犃犖犆犘犜技术参数

Ｔａｂ．２　ＳＰＡＮＣＰＴ’ｓＴｅｃｈｎｉｃａｌＤａｔａ

陀螺 加速度计

偏心 ２０°／ｈ ４×１０－３

尺度因子 １５００×１０－６ ８００×１０－６

随机游走 ０．０３５°／槡ｈ ６０×１０－３ｇ／槡Ｈｚ

　　为了说明引入牛顿插值的新建模型的有效

性，分别采用４种方案进行导航解算。

① 方案１，惯性（加速度计和陀螺仪）误差状

态量动力学模型采用 ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ建模；②方

案２，惯性误差状态量动力学模型采用二阶牛顿

插值建模；③ 方案３，惯性误差状态量动力学模型

采用４阶牛顿插值建模；④ 方案４，惯性误差状态

量动力学模型采用５阶牛顿插值建模。

图１　车辆测试轨迹

Ｆｉｇ．１　ＶｅｈｉｃｕｌａｒＴｅｓｔｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ

图２（ａ）～２（ｃ）为４种解算方案在Ｎ、Ｅ、Ｄ三

个方向的误差序列图，由于位置误差较小，从经纬

度误差角度不便于观察，因此，把位置误差转换到

Ｎ、Ｅ、Ｄ坐标系中，其中，两台接收机解算的ＲＴＫ

值作为参考值。解算初始阶段，误差序列图呈现

振荡趋势，是由于初始参数的选取没有达到最优

造成的。从整个实验过程来看，方案２～４采用牛

顿插值的惯性误差状态量动力学模型建模，导航

结果要优于采用ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ建模的方案１，采

用高阶（４阶和５阶）牛顿插值建模方案的导航精

度优于低阶（二阶）牛顿插值建模方案。

３９５
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图２　方向误差与航向角误差

Ｆｉｇ．２　ＤｉｒｅｃｔｉｏｎａｎｄＨｅａｄｉｎｇＡｎｇｌｅＥｒｒｏｒｓｏｆＤｉｆｆｅｒｅｎｔＳｃｈｅｍｅｓ

　　图２（ｄ）给出了４种解算方案下航向角误差，

可以看出，采用牛顿插值的惯性误差状态量动力

学模型建模不但提高直接可测参数的精度，而且

提高了间接可测参数（航向角）的估计精度，从均

方差角度分析，相对于方案１（１．１５７°），方案２、方

案３和方案４的ＲＭＳ误差降低至０．９７４°、０．８６７°

和０．８６２°。

　　４种方案的详细导航精度评价结果列见表３。

对比表３中４种方案在Ｎ、Ｅ、Ｄ三个方向的精度

可知，通过牛顿插值建模的方法提高了组合导航

精度，说明基于牛顿插值所建的动力学模型更加

精确。与此同时，当将牛顿插值建模的阶数从二

阶提高到４阶，组合导航精度也随之提高。但是，

将４阶牛顿插值建模提高到５阶，组合导航精度

提高不明显，部分方向导航精度还略有下降，说明

采用牛顿插值建模的方法建立动力学模型时，建

模阶数越多并不一定会获得越优的结果。当建模

阶数达到４阶之后，继续提高牛顿插值建模阶数

不能有效提高导航精度，反而会增加算法的复杂

性，因此，组合导航动力学模型采用牛顿插值建模

时选取４阶建模较为合适。

表３　位置精度比较／ｍ

Ｔａｂ．３　ＰｏｓｉｔｉｏｎＰｒｅｃｉｓｉｏｎＣｏｍｐａｒｉｓｏｎ／ｍ

ＲＭＳ Ｎ Ｅ Ｄ

方案１ ２．１１７ １．６８４ ５．９４５

方案２ １．１７９ １．４３８ ３．９２１

方案３ １．１４２ １．５１４ ３．８３８

方案４ １．１３９ １．５１８ ３．８４３

４　结　语

本文分析了惯性系统中陀螺和加速度计的模

型特点，在原有 ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ过程的基础上引

入了牛顿插值算法，建立了更加准确的ＧＰＳ／ＩＮＳ

组合导航高阶动力学模型，通过车载实验对牛顿

插值高阶建模方法进行了优化，验证了建模阶数

和导航精度之间的关系。基于牛顿插值的ＧＰＳ／

ＩＮＳ组合导航惯性动力学模型构建方法在不大幅

增加模型复杂度的基础上，对惯性系统模型进行

了更加准确的数学描述。车载实验证明，与

ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ模型相比，本文算法能够有效提高

导航过程位置和姿态信息的精度，在建模阶数选

取较小（４阶）的情况下即可获取较好的导航

效果。
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