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空间直线拟合的整体最小二乘算法
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摘　要：提出了一种基于整体最小二乘的空间直线拟合方法。首先，对空间直线的标准式方程进行变换，并附

加参数转换的过程，将６个参数简化为４个；然后，将方程改写为矩阵形式，由此巧妙地将空间直线拟合的问

题转化为整体最小二乘的参数求解问题，利用ＴＬＳ迭代法求得转换后的空间直线拟合的４个参数，再通过参

数回代的方法恢复空间直线的６个基本参数。通过算例比较验证了该方法的可行性和有效性。
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中图法分类号：Ｐ２０７．２　　　　　文献标志码：Ａ

　　对二维平面上的一组点狆犻（狓犻，狔犻）进行直线

拟合，可利用二维直线方程狔＝犪狓＋犫直接采用

最小二乘（ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ，ＬＳ）方法或整体最小二

乘（ｔｏｔａｌｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ，ＴＬＳ）方法进行拟合。但

对于三维空间直线的拟合，不能像平面直线拟合

那样直接采用ＬＳ法或ＴＬＳ法
［１］，这主要是因为

三维直线的方程式
狓－狓０
犃

＝
狔－狔０
犅

＝
狕－狕０
犆
是一个

具有６个参量的连等式，并不是简单的线性关系。

然而在一些大型构件的实际测量数据处理中，经

常会碰到空间直线拟合的问题［２］。

ＴＬＳ法在平面直线拟合中的应用已经十分

广泛，一般直接采用ＳＶＤ法
［３］或者迭代法［４］对建

立的系数矩阵含有误差（ｅｒｒｏｒｉｎｖａｒｉａｂｌｅ，ＥＩＶ）

模型进行参数求解，但是，针对空间直线拟合的

ＴＬＳ法并不多见。目前常用的空间直线拟合的

方法有：① 以牛顿梯度最优化算法为代表的迭

代算法［５］，该算法是以两点为初始值，通过逐步迭

代的方法达到所给的精度要求，其涉及大量方程

组的求解，求解过程较为繁琐，实用性不佳；② 无

迭代算法［２］，该方法实质是求出与测量点组距离

之和最小的平面，然后将三维问题转化为二维问

题，在平面上利用最小二乘的方法进行直线拟合。

该方法只顾及到了狓犻 和狔犻 方向的误差，忽略了

狕犻方向的误差，在理论上并上不严密。

本文通过对空间直线的标准式方程进行变

换，巧妙地将标准式方程变换成了ＥＩＶ模型，这

样，就可以采用ＴＬＳ法求解参数。采用 ＴＬＳ法

可以同时顾及到狓犻、狔犻 和狕犻 三个方向的测量误

差，这将更加符合实际情况。此模型的系数矩阵

并不是所有的元素都含有误差，对现有的两种求

解ＥＩＶ模型的方法进行比较，最后采用迭代法对

此模型进行参数求解。

１　算法推导

１．１　空间直线标准方程转化为ＥＩＶ模型

空间直线的标准式方程为：

狓－狓０
犃

＝
狔－狔０
犅

＝
狕－狕０
犆

（１）

可变形为：

狓＝
犃
犆
（狕－狕０）＋狓０

狔＝
犅
犆
（狕－狕０）＋狔

烅

烄

烆
０

（２）

设犪＝
犃
犆
、犫＝狓０－

犃
犆
狕０、犮＝

犅
犆
、犱＝狔０－

犅
犆
狕０，则空

间直线方程（１）可写为：

狓＝犪狕＋犫

狔＝犮狕＋｛ 犱
（３）
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写成矩阵形式可表示为：

狓［］
狔
＝
狕 １ ０ ０

０ ０ １
［ ］

狕
［犪 犫 犮 犱］Ｔ （４）

将式（４）改写成误差方程的形式可表示为：

犞＝
狕 １ ０ ０

０ ０ １
［ ］

狕
［^犪 犫^ 犮^ 犱^］Ｔ－

狓［］
狔
（５）

令 犅 ＝
狕 １ ０ ０

０ ０ １
［ ］

狕
，犔 ＝

狓［］
狔
，犡^ ＝

［^犪 犫^ 犮^ 犱^］Ｔ，则式（５）就简化为犞＝犅^犡－犔的

形式。考虑到实测数据点坐标在狓、狔、狕三个方

向上都存在误差，式（５）的设计矩阵犅中含有观

测值狕，其也含有随机误差，由此构成了一个典型

的ＥＩＶ模型，此时继续采用经典最小二乘原理进

行求解是不合理的，可以采用ＴＬＳ方法进行参数

求解。

假设有空间直线的一组实测数据为狆犻（狓犻，

狔犻，狕犻），需要由这组点拟合出空间直线的参数，相

应的误差方程可以按照式（５）表示出来，其中犡^＝

［^犪 犫^ 犮^ 犱^］Ｔ，

犔＝

狓１

狔１



狓狀

狔

熿

燀

燄

燅狀

，犅＝

狕１ １ ０ ０

０ ０ １ 狕１

 

狕狀 １ ０ ０

０ ０ １ 狕

熿

燀

燄

燅狀

，求解出参数

向量犡^也就确定了空间直线的方程。

由此可见，经过对空间直线标准方程式的变

化以及参数的转化，就将求解空间直线６个参数

的问题转变为设计矩阵含有误差的ＥＩＶ模型的

求解，然后，将采用ＴＬＳ方法求出的４个参数犪^、

犫^、^犮、^犱恢复出空间直线方程式中的６个参数，从

而得到空间直线的标准方程式。

１．２　犜犔犛求解犈犐犞模型参数

ＴＬＳ是同时顾及观测值和系数矩阵误差的

一种平差方法。这种方法与经典最小二乘相比，

理论上更加严密，参数估值是统计最优解，但参数

的求解以及精度的评定变得更为复杂。针对这一

问题，文献［６］了提出了ＴＬＳ的ＳＶＤ解法，该算

法的提出首次解决了ＴＬＳ的解算问题。ＴＬＳ的

另一种解法是迭代法［５］，该算法最大的特点就是

算法简单，易于编程实现。

１．２．１　ＴＬＳ的ＳＶＤ解法

对于模型

犫＝犃ξ （６）

同时顾及观测向量犫的误差Δ犫、系数矩阵犃的误

差Δ犃，则式（６）可写成：

犫
狀×１
－Δ犫
狀×１
＝ （犃

狀×狋
－Δ犃

狀×狋

）ξ
狋×１

（７）

在以‖［^犃；^犫］－［犃；犫］‖２＝ ｍｉｎ为平差准则的情

况下，对矩阵［犃；犫］进行ＳＶＤ分解，可以求得ξ^

的解为［６］：

ξ^＝－
１

狏狋＋１，狋＋１
狏１，狋＋１ 狏２，狋＋１ … 狏狋，狋＋［ ］１

Ｔ（８）

式中，狏犻，狋＋１表示ＳＶＤ分解右奇异阵的最后一列

元素；狀表示观测值个数；狋表示待求参数的

个数。

由上述的解算过程可以发现，ＳＶＤ解法是直

接对矩阵［犃；犫］进行的，即认为矩阵犃、犫中所有

元素均含有误差，这种不加区分的作最小范数约

束的做法，显然是不严密的。如系数矩阵犅，其中

有误差的项只是其中的元素狕犻，并不是所有元素，

这种情况下不宜采用ＳＶＤ法进行求解
［７］。因此，

在利用 ＴＬＳ进行空间直线拟合时，不能采用

ＳＶＤ法来进行参数的求解，本文将采用迭代法来

解算空间直线拟合所构成的误差方程。

１．２．２　ＴＬＳ的迭代解法

该方法是在满足式（５）的基础上引入平差准

则：

∑
狀

犻＝１

（^犔犻－犔犻）
２
＋ ∑
犼＝狋，犻＝狀

犼＝１，犻＝１

（^犅犻犼－犅犻犼）
２
＝ｍｉｎ（９）

将式（５）代入上式后对矩阵犅和参数向量犡 中的

各个元素求导，通过把方程式分为两类的办法得

到迭代方程式：

犅^Ｔ^犅^犡 ＝犅^
Ｔ犔 （１０）

犖犫^犅
Ｔ
＝犅

Ｔ
＋犡^犔

Ｔ （１１）

其中，犖犫＝犈＋^犡犡^
Ｔ。迭代法的具体解算步骤可

概括为：

１）获取未知参数的初值犡０；

２）根据观测值信息以及未知参数初值犡０，取

犅^（０）＝犅，由式（１０）求取未知参数的平差值犡^
（１）；

３）由犖犫＝犈＋^犡^犡
Ｔ可以求得犖

（１）
犫 ＝犈＋^犡（１）

犡^（１）Ｔ；

４）根据求得的犖
（１）
犫 、未知参数的平差值和观

测值信息，由式（１１）求取设计矩阵平差值犅^
（１）；

５）重复步骤２）～４），直到两次计算的参数值

之差小于一定的阈值，退出迭代，输出结果。

１．３　空间直线拟合精度的评定

对于空间直线的拟合，可以利用空间各点

狆犻（狓犻，狔犻，狕犻）到拟合直线的距离总和∑Δ犻 和直线

度来进行精度评定［８］。

假设拟合的空间直线方程式为：

犃１狓＋犅１狔＋犆１狕＋犇１ ＝０

犃２狓＋犅２狔＋犆２狕＋犇２ ＝
｛ ０

（１２）

则有：

２７５
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Δ犻 ＝（狘（犃１狓犻＋犅１狔犻＋犆１狕犻＋犇１）狀２－

（犃２狓犻＋犅２狔犻＋犆２狕犻＋犇２）狀 ）１ ／狀１×狀２

（１３）

直线度 ＝ｍａｘ（Δ犻）－ｍｉｎ（Δ犼） （１４）

其中，Δ犻表示空间一点狆犻 到拟合直线的距离；狀犻

＝（犃犻，犅犻，犆犻）（犻＝１，２）。

２　实例分析

表１为空间直线的一组实测数据
［８］，已知其

中含有的模型误差为δ＝±０．００５。

表１　空间直线实测样本数据

Ｔａｂ．１　ＭｅａｓｕｒｅｄＳａｍｐｌｅＤａｔａｏｆＳｐａｔｉａｌＳｔｒａｉｇｈｔＬｉｎｅ

狓 狔 狕 Δ犻

３．００３６ ２．９９６０ ３．００４１ ０．００２４

４．００３４ ４．９９８０ ６．００３３ ０．０００８

５．００５０ ６．９９９２ ９．００５０ ０．００２０

５．９９６４ ９．００３６ １１．９９６２ ０．００８１

７．００３２ １０．９９６８ １５．００２４ ０．００２８

８．００３８ １３．０００１ １８．００４５ ０．００２０

９．００１０ １５．００４０ ２０．９９９６ ０．００４２

９．９９７２ １６．９９９３ ２３．９９８２ ０．００２２

１１．００１１ １８．９９６２ ２７．０００１ ０．００３４

１１．９９９７ ２０．９９８０ ２９．９９７８ ０．００１１

　　按照ＴＬＳ迭代法的步骤，通过编制相应的计

算程序对表１中的数据进行空间直线拟合，求得

犪^＝０．３３３２４８、^犫＝２．００２４７７、^犮＝０．６６６８２３、^犱＝

０．９９５７８９，因此，拟合的空间直线方程可表示为：

狓＝０．３３３２４８狕＋２．００２４７７

狔＝０．６６６８２３狕＋０．｛ ９９５７８９
（１５）

　　空间直线的标准表达式是不唯一的，所以确

定的６个参数也可以有很多种形式。由式（１５）可

转化为相应的标准形式表示为：

狓－２．００２４７７
０．３３３２４８

＝
狔－０．９９５７８９
０．６６６８２３

＝
狕－０
１

（１６）

表示该直线经过点（２．００２４７７，０．９９５７８９，０），其

方向矢量狀＝［０．３３３２４８ ０．６６６８２３ １］。对任

意一条空间直线而言，其方向向量具体取值可以

不同，但是三个方向的比值应该是相同的。本文

用ＴＬＳ迭代法求得的拟合直线的方向矢量狀＝

［０．３３３２４８ ０．６６６８２３ １］，这和文献［８］中的已

知值狀＝［０．２６７２６１ ０．５３４６２２ ０．８０１７４４］非

常接近（都非常的接近于１∶２∶３）。

确定直线方程以后，可以很容易地得到用于

拟合的各点到该直线的误差Δ犻，具体值也列于表

１中。结果显示，∑Δ＝０．０２９，这一结果都优于

文献［２，８］的相应结果∑Δ＝０．０３０５、∑Δ＝

０．０３５４，这表明本文方法是可行的，并且具有更

好的拟合效果。另一方面，通过对直线度的比较，

采用本文方法求得直线度的值和文献［２，８］中的

结果也是非常接近的，进一步说明了本文方法的

可行性，具体结果如表２所示。

表２　各种方法直线度的比较

Ｔａｂ．２　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＤｉｆｆｅｒｅｎｔＭｅｔｈｏｄ’ｓＳｔｒａｉｇｈｔｎｅｓｓ

文献［２］ 文献［９］ 本文结果

ｍａｘ（Δ犻） ０．００８６ ０．００７８ ０．００８１

ｍｉｎ（Δ犼） ０．０００９ ０．００１２ ０．０００８

直线度 ０．００７７ ０．００６６ ０．００７３

３　结　语

在进行空间直线拟合时，由于其直线方程不

能像平面直线拟合那样表示为简单的线性形式，

所以不能直接采用ＬＳ法进行解算。以牛顿梯度

最优化算法为代表的迭代算法涉及大量方程组的

求解，求解过程较为繁琐，实用性不佳。而将三维

问题转化为二维问题在平面上利用ＬＳ法的方法

进行直线拟合的方法并没有同时考虑三个方向上

的误差，在理论上又不严密。本文提出的空间直

线整体最小二乘算法，对空间直线方程的变形及

参数转换，巧妙地将空间直线拟合的问题转化为

整体最小二乘的参数求解问题，可以同时解决上

述问题。对一组空间直线实测数据进行处理，并

与其他文献的处理结果进行比较，证明了本文方

法的可行性和有效性。
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